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5.1.6. Hipergeometrik Dagilim

Bir kavanozun iginde iki farkli renkte (sar1 ve lacivert diyelim) toplam N tane top
bulundugunu diisiinelim. Bunlardan a tanesi sar1 geri kalan N —a tanesi lacivert olsun.
Kavanozdan ayn1 anda n tane top ¢ekelim (bir ¢esit iadesiz ¢ekilis yapiyoruz). X bu n tane top
icindeki sar1 toplarin sayist olsun. O zaman, X tane sari top gelmesi olasilig1 (dagilimin olasilik

fonksiyonu),
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P(X=x)=—>—<%,x=0,1,2,...,n
N
seklinde olur. Boyle bir deneme igin, X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu bu sekilde

verilmig ise, X e Hipergeometrik dagilima sahiptir denir ve X ~ HYP(n,a, N) ile gosterilir. Simdi

bu fonksiyonun bir olasilik fonksiyonu oldugunu gosterelim. Bunun igin,
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oldugunun gosterilmesi gerekir. Bunun i¢in tiimevarim yontemini kullanabiliriz. Once iddianin

N =1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. N =1 ise esitligin sag tarafi N dir. Esitligin sol tarafi ise,

e ey

olup iddia n=1 i¢in dogrudur. Simdi, iddianin N i¢in dogru oldugunu varsayalim ve n+1 igin
dogru oldugunu gésterelim. islemlerde, m=n+1 denirse n=m-1 olup, m.nci terimin eklenip
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sonucu elde edilir. Yani, iddia her n igin dogrudur. Baska bir deyisle, verilen fonksiyon bir olasilik

fonksiyonudur. Hipergeometrik dagilimin beklenen deger ve varyansinin hesabi biraz karmasiktir.

X in beklenen degeri,
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olarak hesaplanmistir. Benzer sekilde (biraz daha karmasik olmakla birlikte) rasgele degiskenin

varyansi da hesaplanabilir. Hipergeometrik dagilimin beklenen deger ve varyansi sirasi ile

E(X)=%, Var(X) = E_Z %(1—%)

dir.
X ~HYP(n,a,N) olsun. Budurumda N — o0 ve a—»o0 i¢in p pozitif sabit bir say1 olmak

tizere (a/ N) — p ise herbir x=0,12,...,n i¢in

m (o) (oo oo
lim = p"(1-p) , Xx=0,1,2,3,...,n
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dir (Bain ve Engelhardt, 1992, sayfa 97). Yani, Hipergeometrik dagilim N — oo iken Binom

dagilimia yaklasir.

Bazen sonlu elemanli bir kitleden iadesiz ¢ekilis yapilmak istenebilir. Bir deneyin sadece iki
sonucu varsa (sar1 ve lacivert toplarin bulundugu bir kavanozdan ayni anda ya da iadesiz ¢ekilis
yapilmasi), ¢ekilen 6rnek sayis1 n sabit ve denemeler bagimli (deneylerde birinin sonucu digerini

etkiliyorsa) ise boyle durumlarda Hipergeometrik dagilim kullanilir.

Ornek 5.1.3 Bir kavanozda 3 kusurlu, 7 kusursuz parca vardir. Bu kavanozdan ayni anda 3
pargca rasgele secilsin. Cekilen kusurlu pargalarin olasilik fonksiyonunu bulalim. X ¢ekilen kusurlu

pargalarin sayist olup, N =10, a=3, n=3 dir.

X in deger kiimesi Dy ={0,1,2,3} olup, olasiliklar

yan
P(X =x)=X1—3(;_X, X=0,12,3
5)

3 Kusurlu
7 Kusursuz




formiilii ile hesaplanir.

X kusurlu pargalarin sayist olmak iizere olasiliklar,

X=x | 0 1 2 3
P(X=x) [ 35/120 63/120 21/120 1/120

seklinde tablo halide yazilabilir @

5.1.7. Kesikli Diizgiin Dagilim
Deger kiimesi Dy ={X{, X5,..., Xy} 0lan X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,
1
P(X=X)=—, X=X, X2,..., XN
N
seklinde ise X kesikli diizgiin dagilima sahiptir denir. Dagilimin beklenen deger ve varyansi,

2_
E(X):NT+1 , Var(X):N 1

dir.
5.1.8. Poisson Dagilimi

Bir ¢ok deney siirekli bir zaman araliginda yapilir. Boyle bir ortamda gozlenen sonuglar kesikli
olabilir. Birim zaman araliklar (dakika, saat, giin, ay, y1l gibi) veya birim uzunluk (alan veya hacim
gibi) siirekli ortamlardir. Ornegin, bir magazaya belli bir saat dilimi icinde gelen miisterilerin say1si,
boyle bir deneye 6rnektir. Bu tiir deneylere Poisson deneyleri denir. X siirekli ortamdaki kesikli

sonuglarin sayisini gostermek tizere, X in (Poisson dagiliminin) olasilik fonksiyonu, 4> 0 igin,
—y)=p 4 X -
P(X=x)=e "A7/x! ,x=0,123,..
seklindedir. X rasgele degiskeni bu olasilik fonksiyonuna sahipse, X Poisson dagilimina sahiptir

denir ve X ~ Poisson(1) ile gosterilir. * fonksiyonunun sifir noktast komsulugundaki Taylor
g Yy gu y

serisi a¢ilimi
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olup verilen fonksiyon bir olasilik fonksiyonudur. ikinci ve iigiincii boliimlerde dagilimin ismi

verilmeden bu olasilik fonksiyonuna sahip bir rasgele degiskenin momentleri elde edildi. Ayrica,

3



dagilimin iiretici fonksiyonlari ve 6zellikleri ikinci ve tiglincii boliimlerde incelendi. Bunlari tekrar
hatirlayalim. Dagilimm ilk iki momenti ile varyansi Ornek (2.5.2) de E(X)=A4 ,E(X 2) =1+ A2

t
ve Var(X) = A olarak elde edilmisti. Dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu da My (t) = et D)

dir (Ornek (2.5.3a)). Ornek (2.6.2) de dagilimin kiimiilant iireten fonksiyonu, Ky (t)=A(e' —1)

olarak bulunmus ve biitiin kiimiilantlarin ayn1 oldugu ( K,, = A1) gériilmiistii. Dagilimin ¢arpimsal

A(t-1)

moment iireten fonksiyonu Ny (t) =e olup carpimsal momentlerin biitiin n ler i¢in,

=N
t=1

anx(t)| _d" (eﬂ(t—l))

dt" |, dt"

seklinde oldugunu biliyoruz ((Ornek (2.6.3)). Yani,

E(X)=4, E(X(X-1))=4%, E(X(X-1)(X-2))=4%

E(X (X =D(X -2)(X —3)) =14, (X (X=-D)(X-=2)...(X—=n +l)) ="
dir.

Binom dagilimi ile Poisson dagilimi arasinda bir benzerlik kurulabilir. Ornegin, belirli bir saat
dilimi i¢inde bir magazaya giren miisterilerin sayisi1 Poisson rasgele degiskenidir. Oysa, magazaya
giren (maksimum miisteri sayis1 sabit) her miisteriyi basar1 olarak degerlendirirsek, magazaya giren

miisterilerin sayis1 Binom dagilimina sahip olur.

X ~ Binom(n, p) ise dagilimin olasilik fonksiyonunun,

P(X :X):(ZJ p*q"™*, x=0,12,..,n

oldugunu biliyoruz. Bu dagilimin beklenen degeri £=np (p=/n) dir. Buradan, P(X =x)

olasilig1 i¢in

P(X =x) =P, () =(:) p*g" X =—X!(nni X)!(%j (1—%) :

_n (n-1) (n-2) (n-3) ...(h—x+1) p (1—ﬁjn (l—ﬁj_x

- (1‘3(1‘3(;3) Hay ~ (“ﬁjn (1_%]*

esitligi elde edilir. Ayrica, n yeterince biiyiik (2 =n p sabit kalacak sekilde p sabit) ise,
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ve
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dir. Yani, X ~Binom(n, p) ve Y ~ Poisson(x) olmak iizere, n yeterince biiyiikk (#=np sabit
kalacak sekilde p sabit) ise

£ _pr=x
X!

n - e
Pn(x):(XJ p g™ =

yaklasimi elde edilir. Yani, Binom dagilimina Poisson dagilimi olarak yaklasilabilir. Bunun tersi de

olabilir.
P(X :1>=[nj(ﬁjl(l‘ﬁjn 1 P(Y =1)=" s
1)Un n 1
n=10 n=20 n=230 n=40 n=>50 n=100
u=1 1 03874 |0.3774 | 0.3741 | 0.3726 | 0.3716 | 0.3697 0.3679
u=2 1 0.2684 | 0.2702 | 0.2705 | 0.2706 | 0.2706 | 0.2707 0.2707
#=3 | 0.1211 | 0.1368 | 0.1413 | 0.1434 | 0.1447 | 0.1471 0.1494
u=4 1 0.0403 | 0.0576 | 0.0631 | 0.0657 | 0.0672 | 0.0703 0.0733
#=5 | 0.0098 | 0.0211 | 0.0253 | 0.0274 | 0.0286 | 0.0312 0.0337

Yukarida, degisik u degerleri igin Y ~ Poisson(x) ve X ~ Binom(n, p) olmak tizere, p=/n
alinarak P(X =1) ve P(Y =1) olasiliklar1 hesaplanarak (degerler dordiincii basamaktan sonra

yuvarlatilmistir) tablo halinde verilmistir. Tablodaki degerlerden de goriildigii gibi, n degeri
biiylidiikge, P(X =1) Binom olasiliklar1 P(Y =1) olasiliklarina yaklagsmaktadir.

Ornek 5.1.4 X ~ Poisson(A) olsun. E(X) =Var(X)=A4 oldugunu biliyoruz.

a) X rasgele degiskeninin carpiklik ve basiklik katsayilarmi hesaplayalim. Ugiincii ve
dordiincii merkezi momentler E(X — /1)3 =1 ve E(X —/1)4 =1+312 olup Poisson dagiliminin
carpiklik ve basiklik katsayilart y =1/~ ve n=1/ 2 dir (Ornek (2.5.5).

b) E(g(X)) ve g(-1) sonlu olacak sekilde herhangi bir g fonksiyonu igin,
E(1g(X))=E(X g(X=1) oldugunu gosterelim (Casella ve Berger, 2002, sayfa 126).
E(X g(X —1)) ifadesi y=x-1ve x/x!=1/(x-1)! oldugu gbz 6niine alindiginda,

o0 o0 e_l/lx
E(Xg(X-1)= goxg(x—l)P(X =X)= > xg(x—-1) .
0 e—/i X © e—/1 y+1 © e—/l 2y
- = - =Y 1 =E(Ag(X
Xglg(x )(X_l)! ygog(y) i ygo 9(y) " (49(X))

seklinde aranan esitlik elde edilir.



¢) Bu sonug kullanilarak, Poisson dagilimmin momentleri ardisik olarak hesaplanabilir. Once,

E(X)=4 ve Var(X)=A oldugunu biliyoruz. Aslinda, dagilimm ikinci momentinin

E(X 2) = A+ A2 oldugunu da biliyoruz. g(x) =X denirse ikinci moment

E(X?) = E(XX) = E(X(X —1+1)) = E(X (X -1))+E(X)
=E(29(X))+E(X)=E(AX)+E(X)=2%+1
olarak da hesaplanir. Benzer sekilde, g(X) = X i¢in dagilimmn figiincii momenti de
E(X3) = E(XX?) = E(X (X =1+1)?) = E(X (X ~1)?)+2E (X (X —1))+ E(X)
=E(29(X))+2E(X(X -1))+E(X)=E(AX?)+22% + 2
=A%+ ) +22%2+2=23+31%+ 2
seklinde hesaplanir @

Bu kisma son vermeden Once, burada verilen dagilimlar arasindaki iliskileri 6zetleyelim.

1) Xy, Xo,..., X, bagimsiz Bernoulli dagilimma sahip rasgele degiskenler ise,
X = Xq+ X5 +...+ X, ~Binom(n,p) dir.

2) Xj, 1=12,..,k icin bagimsiz ve X;~Binom(nj,p) ise n=m+n,+..+n, icin,
X = X1+ Xo ...+ Xy ~ Binom(n, p) dir.

3) 1=12,..,Kk icin bagimsiz ve Xj ~Geo(p) ise X = X;+...X ~ NB(k, p) dir.

4) X, 1=12,..,k icin bagimsiz ve Poisson(4) ise, A=A4+..+4 olmak iizere

X = X1 +...+ X, ~ Poisson(A) dur.



