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PROBLEM COZUMLERI
1.5. Cozumliu Problemler

151 Q=[01], &/=B(Q) ve P(A)="A nm aralik uzunlugu"olsun. Buna gore,

(Q, U, P) bir olasilik uzayidir. Q nin alt kiimelerinden olusan iki dizi
A, ={xeR: (n+1)_1£ x<1}, B,={xeR: 0<x <n_1}

olarak verildiginde, P( lim Anj ve P( lim an olasiliklarini hesaplayiniz.

n—o0 n—o0

Coziim: Her neN i¢in A, < A4 ve Bp1 < B, oldugu
n+D)<+2)=n+2)" ' <(n+D*

Oonermesinden agiktir. Yani,
A, ={XER:(n+1)_1 <IX<Gc{xeR: (n+2)_1 <x<LD=A

olup A, dizisi artandir. Benzer sekilde B, dizisi de azalandir. Teorem (1.2.2) ye gore, A,

ve B, dizilerinin limitleri vardir ve lim A, =(0,1] ve lim B, = dir. Buna gore,
N—»00 N—c0

P( lim An): P(EJlAnJ: P((0,1])=1

n—o0

ve

p( lim anz p(ﬁ BngP(Q):O

n—o n=1
elde edilir.

1.5.2 Q bos olmayan bir kiime, ¢ da Q {izerinde bir sigma cebir olsun. B € U/ i¢in,
Ug ={A:A=BnC,Celd}

seklinde tanimlanan U g smifinin B {izerinde bir sigma cebir oldugunu gosteriniz.
Coziim: Upg simifinin bir sigma cebir olmasi igin Tanim (1.1.3) deki sigma cebir olma
kosullarimi saglanmasi gerekir. Simdi bu kosullar1 inceleyelim.

(i) BeU ve B=B B oldugundan, B € Up dir.



(i1) Simdi, Ug deki her elemanin tiimleyeninin de (tiimleme B ye gore) Ug de oldugunun
gosterilmesi gerekir. Ae Uy ise A=BNC olacak sekilde bir C € ¢/ vardir. O halde, A nin

B ye gore tiimleyeni (bunu Ag ile gosterelim) de bu smifta olmalidir. Bunun igin,

A5 =B (B\A)=B\A=BNA° olup, B\Aec !/ oldugundan, Ag € Uy dir.

(iii) Ug deki elemanlarin sayilabilir birlesimleri de {/g de olmalidir. Bunun i¢in ne N
icin A, €U olsun. O zaman A, =BNC , olacak sekilde C, e/ kiime dizisi vardur.
Ayrica,

GAn: G(Bmcn) = Bmmcn% BNC

n= n=1 n=1

olarak yazilabildiginden, [ J A, € Ug dir. Dolayisi ile, Up siifi, B iizerinde bir sigma
n=1
cebirdir.

153 (Q,U,P) bir olasilik uzayi, P(A NA, "A;)>0 olacak sekilde dort olay

A, Ao, Ag ve Ay € U olsun. Gosteriniz ki,

P(Ain Ay A3 Ay) =P(Ay) P(Az] Ay) P(Az|ApnAz) P(AL[ALNA; N Ag)
dir.

Coziim: By = Ay Ay M Az denirse,

P(ALnA; MA3NAL)=P(BynAy)=P(By) P(A4]By)

=P(A LN A; N A3) P(A4| AL Ay N A3)

yazilir. Simdi B, = A, n A, denirse,

P(AinA; nA3)=P(A3nB)=P(B,) P(A3|B,)=P(A N A)P(Az| A nAy)
olur. Son olarak, P(A; " A,)=P(A;)P(A5| A1) olup sonuglar birlestirildiginde,

P(AiﬁAzﬂAgﬂAm):P(BlmA4):P(B1)P(A4 | B1):P(A10A20A3)P(A4|A10A20A3)
=P(A "A,) P(A | A NA) P(A A NA NA)
=P(A)P(A, | A) P(A | A NA) P(A | A NA NA)

seklinde aranan esitlik elde edilmis olur.

154 a) (Q,U,P) bir olasilk uzayi, AveBelf bagmsiz ve P(A)=0.6,
P(A,)=0.3 olsun. P(A; " Ay), P(A;UA,) ve P(A; U AS) olasiliklarim hesaplayimiz.



b) (Q,U,P) bir olasilik uzay1, P(A;)=1/2, P(A,)=1/3 ve P(A3)=1/4 olacak
sekilde A4, A, ve Aze U bagimsiz olaylar olsun. Buna gére, P(A U Ay U Ag) olasiligini

hesaplayiniz.
¢) (Q, U, P) bir olasilik uzay1, P(A;) = P(Ay) = P(A3) =1/4 olacak sekilde A;, A,

ve Ase U bagimsiz olaylar olsun. P[(Af N AS)U Agz] olasiligin1 hesaplaymniz.

Coziim: a) Aq ve A, bagimsiz oldugundan Ornek (1.3.3) den A ile A5 , AZile A, ve
Af ile A§ bagimsiz olaylardir. Buradan aranan olasiliklar

P(A; N A,)=P(A))P(A,)=(0.6)(0.3)=0.18

P(A;UAy) =P(A))+P(Az)—P(A1n Ay) = P(A)) + P(Ay) — P(A)P(Ay)
=0.6+0.3-0.18=0.72

P(AjUAS) =P(A)+P(A%)-P(AINAS) =P(A)+P(AS)-P(ApPP(A3)
=0.6+(1-0.3)—(0.6)(1-0.3)=0.6+0.7—0.42=0.88

seklinde bulunur.

b) Bu olasilik dogrudan
P(A{UA,UA3)=P(A)+P(Ay)+P(A3)—P(A1NA)Y)
—P(A1NA3)—P(AnA3)+P(AIN AN Aj)
=P(A)+P(A2)+P(A3)-P(A)P(A))
—P(AP(A3)=P(A2)P(A3)+P(A)P(A)P(Aj)

11 1 (11 11 11 111
e ] I B e P P
s R Erin riM ber)

_ (12+8+6)—(4+3+2)+1_ 18 3

24 24 4

olarak hesaplanmistir.
¢) Once P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) oldugunu hatirlayalim. B=AfNA$
denirse aranan olasilik P(B\U Ag) haline doniisiir. O zaman aranan olasilik,

PI(ATNAZ) L Ag]=P[ATNA3]+P(A3) - PI(ATN AZ) N Ag]
=P(AL)P(A2)+P(A3)-P(AD)P(A2)P(A3)



=[1=P(API 1-P(A2)]+ P(Ag) —[1-P(A)I[1 - P(A)IP(As)
331 331 9 1 9 36+16-9 43

44 4 444 16 4 64 64 64

dir.

155 (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve A, B e/ olsun. P(A|B)<P(A) ise A olay
B olayna gore itici olay denir. Ayrica, P(A|B) > P(A) ise A olay1 B olayma gore ¢ekici
olay denir.

a) A olay1 B olayina gore gekici ise, B olayinin da A olayma gore ¢ekici oldugunu
gosteriniz

b) A olay1 B olayma gore gekici ise, B® olaymnm A olayma gore itici oldugunu
gosteriniz.

Coziim: a) P(A|B) > P(A) ise A olay1 B ye gore ¢ekicidir. A olay1 B ye gore ¢ekici
ise P(A|B) > P(A) olup, kosullu olasiligin tanimmdan
P(ANB) S

P(B)

yazilir. Yani, B olay1 da A ya gore ¢ekicidir.

P(ANB)

P(A)= >P(B)= P(B| A) > P(B)

b) A olay1 B ye gore ¢ekiciise, P(B® | A) < P(B®) oldugunun gosterilmesi gerekir. A
olay1 B ye gore ¢ekici ise, P(A| B) > P(A) dir. Kosullu olasiligin tanimindan

P(A|B) > P(A) = P(AnB) > P(A)P(B)
dir. Buradan, P(B® nA)=P(A)-P(ANB)<P(A)—P(A)P(B) yazilir. Ayrica,

P(B°nA)<P(A) -P(A)P(B)=P(A)[1l-P(B)]=P(A)P(B )

P(B°nA)

P(A) <P(B*)=P(B*|A) <P(B")

elde edilir. Yani, B olay1 A ya gore iticidir.
1.5.6 (Q,U,P) bir olasilik uzay1 ve 0< P(C) <1 olmak iizere, A B,C e/ olsun.
P(A|C)=P(B|C) ve P(A|C®)>P(B|C®) ise P(A)=>P(B) oldugunu gosteriniz.

Coziim: A=(ANC)U(ANC® ve B=(BNC)U(BNC®) olup

P(A)=P(ANC)+P(ANCF) ve P(B)=P(BNC)+P(BNC )



dir. Diger taraftan,

_P(ANC) _P(BNC)
P(A|C) = 0 > P(B|C) “—p0) = P(ANC)>P(BNC)
ve
P(A|cc)=P(PLCCC)z P(B|CC)=P(L§C):> P(ANC%)>P(BACE)
olacagindan

P(A)=P(ANC)+P(ANC®) > P(BNC)+P(BNC®) =P(B)
esitsizligi elde edilir. Yani P(A) > P(B) dir.

1.5.7 (Q,U,P) bir olasilik uzay1 ve A Be{ olsun. P(A|B)=P(A|B®) ise A ve
B olaylarinin bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim: P(A|B)=P(A|B®) ise P(AnB)=P(A)P(B) oldugunun gdsterilmesi
gerekir. A=(ANB)U(ANB®) olup (AnB) ile (AnB ) ayrik olaylardir. Buradan,

P(AnB)=P(B)P(A|B)

elde edilir. Ayrica,

P(A)=P(B)P(A|B)+P(B )P(A|B°) = P(A)=P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)
= P(A) = P(A| B)[P(B)+ P(B C)J —P(A|B)
dir. Buradan da,
P(ANB)
P(B)
olup P(AnB) =P(A)P(B) elde edilir. Yani, Awve B olaylar1 bagimsizdir.

P(A)=P(A|B)=P(A) =

Ikinci_yol: P(A|B)=P(A|B® ise P(AnB)=P(A)P(B) oldugunun gosterilmesi

gerekir. Kosullu olasililar yerine yazilirsa, olaylarin bagimsizigi (P(AnB)=P(A)P(B)),

P(ANB) _P(ANB®) _ P(ANB) _P(A)-P(ANB)
P(B) P(B®) P(B) 1-P(B)

= (@-P(B))[P(AnB)]=P(B)[P(A)-P(AnB)]

= P(AnB)-P(B)P(AnB)=P(A)P(B)-P(B)P(An B)

— P(ANB) = P(A)P(B)

P(A|B)=P(A|B% =

seklinde dogrudan elde edilmis olur.



158 (Q,U,P) bir olasihk uzay1 ve P(AnB)=3/16 ve P(A|B)+P(B|A)=1
olacak sekilde bagimsiz iki olay A ve B olsun. P(A)<P(B) ise P(A) olasiligim
hesaplayiniz.

Coziim: A ve B bagimsiz oldugundan P(A|B)+P(B|A)=1 ise P(A)+P(B)=1
oldugu agiktir. Dolayisi ile, P(B) =1— P(A) dir. Buradan

(3/16) = P(AN B) = P(A)P(B) = P(A) (1- P(A))

yazilir. X=P(A) denirse, X2

—X+(3/16) =0 ikinci dereceden polinomu elde edilir. Bu
denklemin ¢oziimleri ise, X =1/4 ve x, =3/4 olur. P(A)+P(B)=1 ve P(A) <P(B)
oldugundan P(A)=1/4 elde edilir.

Ikinci yol: Bu soruyu baska bir yoldan asagidaki sekilde de ¢dzebiliriz. P(A) + P(B) =1
ve A ile B bagimsiz (P(AnB)=P(A)P(B) ) oldugundan

(P(A)~P(B))? = (P(A) + P(B))” ~ 4(P(A) P(B))

=1-4(P(A)P(B))=1-4(3/16))=1/4

olur. Buradan da, (P(A)— P(B))2 =1/4 olup, P(A)—P(B)==1/2 dir. Yani,

P(A) + P(B) =1
P(A)-P(B)=1/2

P(A)+P(B)=1

}3 P(A)=3/4 veya L o bigy—_1/2

}:» P(A)=1/4

bulunur. P(A) < P(B) oldugundan P(A)—P(B) <0 olmaldir. Dolayisi ile ikinci esitlik
dikkate alinmalidir. Buradan da, P(A) =1/4 elde edilir.

159 (Q,U,P) bir olasilik uzay1 ve A Belf bagimsiz olaylar olsun. Bu durumda,
P(A)=P(B)=p ve P(AUB)=« ise p olasihigin1 « tiiriinden hesaplaymniz.

Coziim: P(Awu B) olasilig1 agik olarak,
a=P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+P(B)-P(A)P(B)=p+p- p2
seklinde yazilir. Buradan p, p2 —2p+a =0 ikinci dereceden denkleminin ¢ozimiidiir.
Yani, p=1++1—«a dir. Ayrica, p bir olasilik oldugundan 1 den biiyiikk olamaz ve

p=1-v1-« dir.

1.5.10 Bir {rilin birbirinin aynist A, B ve C makineleri tarafindan retiliyor. A

makinesi tarafindan tiretilenlerin %5 nin, B makinesi tarafindan tiretilenlerin %4 niin ve C



makinesi tarafindan iiretilenlerin %3 niin hatali oldugu bilinmektedir. Segcilen bir giin iginde
tiretilen Uriinlerin %25 i A makinesinden, %30 u B makinesi tarafindan ve %45 ide C
makinesi tarafindan {iretilmistir. Bu giin iginde iiretilen {irlinlerden rasgele segilen bir {irliniin
hatali oldugu go6zlendiginde bunun C makinesi tarafindan iiretilmis olmasi olasiligini
hesaplayiniz.

Coziim: Bunun igin, H ={secilen Urin hatali} olayi ile

A={ Uriin A makinesinde tretilmistir |

B ={ Uriin B makinesinde tiretilmistir }

C ={ Urtin C makinesinde retilmistir }
olaylarin1 tanimlayalim. Buna gore, A, B ve C olaylar1 6rnek uzayimn bir parcalanmasini

olusturur.
Verilen olasiliklar

P(A)=0.25, P(H|A)=0.05, P(B)=0.30, P(H |B)=0.04,
P(C)=0.45, P(H|C)=0.03
seklinde yazildiginda H olayimin olasilig
P(H)=P(A)P(H|A)+P(B)P(H |B)+P(C)P(H |C)
11,31, 93 _ 1
420 1025 20100 500
olup aranan olasilik,
P(CnH) P(C)P(HIC) (9/20)(3/100) 27 500 211 27
P(H) P(H) (29/500) 2000 19 419 76

P(C|H)=

olarak bulunur.

2.7. Coziimli Problemler

2.7.1 X birrasgele degisken ise, asagidaki dnermelerin denk oldugunu gosteriniz.

a) aeR icin{weQ:X(W)<a}eld b)aecR igin{weQ:X(w)>a}eld

c) aeR icin{weQ:X(W)>a}eld d)aeR igin{weQ:X(w)<a}eld

Céziim: U bir sigma cebir oldugundan her A€ U igin A® € U dur. Buradan, (a) ile (b)
onermeleri ve (¢) ile (d) onermeleri denktir. Buna gore, (b) ile (c) dnermeleri denk ise biitiin

onermeler denk olur. Once, a€ R icin {W e QQ: X (w) > a} € U olsun. O zaman her ne N



igin A ={w:X(W)>a—(@/n)}el kime dizisini tammlayalm. U bir sigma cebir

oldugundan A, kiimelerinin sayilabilir arakesitleri de ¢/ dadir. O halde,

ﬁ A, = ﬁ{WZX(W)>8.—%}={W:X(W)Za}EU
n=1 n=1

olur. Yani, (b) = (c) 6nermesi dogrudur. Simdi, a € R i¢in {we Q: X (w)>a}e U olsun.
Buradan her ne N i¢in, B, ={w:X(w) >a+(1/n)}e U yazildiginda, U bir sigma cebir

oldugundan B, lerin sayilabilir birlesimleri de ¢/ nun elemanidir. Buradan,

G B, = G{W:X(w)2a+%}:{w:X(w)>a}eu
n=1 n=1

elde edilir. Buna gore, (€)= (b) Onermesi saglanmis olur. Dolayisi ile, (b)=(c) ve

(c) = (b) oldugundan iki énerme denktir.

272 Q=[-12], U=B(QQ) ve AcU i¢in P(A)="A nin aralik uzunlugu"/3 olmak
tizere, (Q, U, P) bir olsilik uzayidir.

X Q>R

w— X (W) =w? —3w+2

seklinde tanimlanan X rasgele degiskeninin beklenen degerini bulunuz.
Coziim: X in deger kiimesinin Dy =[-0.25,6] oldugu fonksiyonun asagida (Sekil (2.7.1))
verilen grafiginden goriilmektedir. X in deger kiimesi R nin bir alt kiimesi olup en kiigiik
ve en biiylik alabilecegi degerlerini bulabilmek icin fonksiyonun tiirevinden yararlanabiliriz
(X, w nin tiirevlenebilen bir fonksiyonudur). Yani,

dX (w)
dw

=2w-3=0=>w=3/2

oldugundan X rasgele degiskeni en kii¢iik degerini W=3/2 noktasinda alir. Bu noktadaki
degeri ise —0.25 dir. Rasgele degiskenin deger bolgesini gosteren grafik Sekil (2.7.1) de
verilmistir. Yani X rasgele degiskeninin deger kiimesi Dy =[-0.25,6] dir.

X(w)




Sekil 2.7.1 Problem (2.7.2) de tanimlanan rasgele degiskenin deger bolgesi
Simdi, X in dagilim fonksiyonunu bulalim. Once, X<-0.25 ise F(X)=0 ve x>6

icin F(X) =1 oldugu agiktir. —0.25< x <0 igin dagilim fonksiyonunun degeri

F(x) = PEw: X (W) < x}) = PEw:w? —3w+2< x}) = P{w:w? —3w+2-x < 0})

_PH 3—fI+4x sws3+‘/1+4XH _ Jirax

2 2 3

0 < x <6 i¢in fonksiyonun degeri de,
F(x) = Pw: X (W) <x}) = PEw:w? —3w+2 < x}) = PEw:w? —3w+2-x<0})

pH wgwgz}] L+ Trax

2 6

olarak hesaplanmistir. Buna gore, X in dagilim fonksiyonu ile olasilik yogunluk fonksiyonu

(dagilim fonksiyonu X =-0.25, 0 ve 6 noktalarinda tiirevlenemez) sirasi ile,

0 : x<-0.25 2

— , —0.25<x<0
J J1+4
1;4)( , —0.25<x<0 3 1+X
F(x)= , () =—F/— , 0<x<6
1+/1+4x 3v1+4x
_ 0<x<6
6 0 , d.y.
1 , X>6

seklindedir. Ayrica,

[ f(dx= (j) ?#dx—£+g—l
0253'\]1 4X 0 1+4x 3 3

Xe DX

oldugundan bu fonksiyon bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. Rasgele degiskenin beklenen

degeri de
0 6
[ x)ox= [ —Z dxe[— X dx
xeD, oos3W+4Ax  3W1+4x
0 6
[@+a0¥? Lt+4x N L+4x)%?  J1+4x 1,143
36 12 72 24 18 9 2
x=—0.25 x=0

olarak hesaplanmustir.

2.7.3 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu



1;(X’y):{cxyz , O0<x<1 0<y<l1
: d.y.
olarak verilmis olsun.
a) C sabitinin degerini bulunuz.
b) P(X +Y >1) ve P(0< X <0.75) olasiliklarin1 hesaplayniz.
Coziim: a) ¢ =6 oldugu,

1

1 1
j J' xy2dydx= 5
x=0y=0

cift katli integralinin sonucundan agiktir.

b) P(X+Y >1) olasiligina karsilik gelen bolge Sekil (2.7.2) de gosterilmistir. Bu

bolgenin alani (aranan olasilik),

1
P(X+Y 2= | j 6x y2 dy dx = j 6X y_] dy _2j x(1—x3) dx
x=0 y=X 3 x=0
3
5

5
_2j (x—xM)dx = 2[?—?}:

x=0
dir.

Aranan
olasilik

X
>

0 1
%/

Sekil 2.7.2 Problem (2.7.3) de aranan olasiliga ait bélge
Diger olasilik i¢in, X in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonuna ihtiyacimiz vardir.

1
I 6 X y2dy =2X
y=0
integralinin sonucundan X rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

2x , O<x<l1
fX(X):{O dy

seklinde bulunmustur. Dolayisi ile aranan olasilik,

10



0.75 0.75

510,

PO<X <0.75)= | 2xdx=x
0

9

x=0 16

dur.
2.7.4 a) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

—2X
f(x,y)={ceo : 0<Y<Xzo;

olarak verilmis olsun.

a) C sabitinin degerini, P(X >Y) olasihginmi ve X ile Y arasindaki korelasyonu

hesaplayiniz.

b) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

262XV | x>0, y>0

f(x,y)=
(xy){ 0 : d.y.

olarak verildiginde P(X >Y) olasiligin1 hesaplaymiz.
Coziim: a) Once,

OJ? ]E e 2Xdy dx = < 02X ]E dy dx:T Xe—2de=1
x=0y=0 x=0 y=0 x=0 4

oldugundan, c=4 diir. Yani, X ve Y in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

472X | O<y<x<w

f(x,y)=
(x,y) { 0 dy
dir. Ayrica,

X

X
fy (X) = I f(x,y)dy= j 4e72X dy = 4xe~2

y=0 y=0
fr(y)= [ fuy)de= [ 4eP¥dx=—2¢2| =2¢2
X=y X=y x=y

integrallerinden X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari,

4xe™2* x>0 2072 y>0
fx(X)={ ; iy fY(Y)={ . ydy

olarak yazilir. Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarindan beklenen deger ve varyanslar,

11



E(X)=1, E(X?)=3/2, Var(X)=1/2 ve E(Y)=1/2, E(Y?)=1/2, Var(Y)=1/4

olarak hesaplanmistir. Marjinaller hesaplandiktan sonra, aranan olasilik

P(X>Y)= [ POX>YIY =y) fy(dy= [ P(X>y) fy(y)dy
yeDy y=0

= | P(X >y)2e Y dy= [ 272y [ fx (x)dx | dy
y=0 y=0 X=y

= | ZeZV( [ 4xe2deJ dy= | 2e_2y(2ye_2y+e_2y)dy:§
- s . 4
y=0 X=y y=0

olarak elde edilir. Ayrica,

0 X 0 X 0
E(XY)= j I xy f (X, y)dydx:J. j 4xye‘2xdydx=2I x3e 2 dx =3
x=0y=0 x=0y=0 x=0 4

olup X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon da

3 1

CCovXY) E(-EEM) 4 W, 2 1
XY _War(X)Var(Y) - Jvar(X)Var(Y) - 11 2 2
24

olarak bulunmustur.

b) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

2e72%Y | x>0,y>0

f =
(x,y) { 0 | dy.

seklinde verildiginde marjinaller
2¢2 | x>0 e’ , y>0
fx () = fy (y) = g
0 , duy. 0o , dv.
seklinde olur. Ayrica, her X,y eR i¢in f(X,y)= fy (x)fy(y) olup X ve Y bagimsiz
rasgele degiskenlerdir. Buna gore P(X >Y) olasilig,

0

PX>Y)= [ P(X>YIY=y)fy(y)dy= [ P(X>y)fy(y)dy

yeDy y=0
- j [ j 2e2xdx] e Ydy= j e Ve dy= _[ e‘3ydy=1
3
y=0\x=y y=0 y=0

12



olarak bulunmustur.

2.7.5 X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

0 , duy.

olarak verildiginde, bu rasgele degiskenin momentleri arasinda,

(0 = {(1/9) e | x>0

E(X™)=0E(X")+6? ;—0 E(X")

seklinde bir bagintinin oldugunu gosteriniz.

Coziim: Tirev ile integral operatorlerinin yer degistirebildigi varsayimi altinda, ¢arpim

seklindeki iki fonksiyonun tiirevi kullanilarak esitligin sag tarafindaki ikinci terim

;_QEH( {J'x” L e %4y } ddel( jjx”eX/gdx]

=i(£J Jx”e_xmdx +(ljifx”e_xmdx

JZAN 6)deo

Lo 1 0

:i(lj [ xne10gx L1 IXnie—x/edXZ_ijXne—x/edx+ijxn+1e—x/edx
do\6)1 0% 40 6% 9 6

_lj'xn Ee—X/QdX_'_i.[Xn+11e—X/0dX=_£ EH(X n)_i_i EH(X n+1)
0 92 3 0 0 92

seklinde yazilabilir. Buradan da

d n-+ n 2 d
@Eg(x )_——Eg(x )+—E (X" = E (X" = 6E,, (X ") + 62 175 (XM

seklinde aranan esitlik elde edilmis olur.
2.7.6 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
2

2
CX , X“<y<l
f(x,y>={ Oy ydy

olarak verilmis olsun.
a) C sabitinin degerini bulunuz.
b) P(X >Y) olasiligini hesaplayimiz.

c) X ve Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulunuz.

13



d) P(Y >3/4| X =1/2) kosullu olasiligin1 hesaplayiniz.
e) X ile Y arasindaki korelasyonu hesaplayiniz.
f) X =x verildiginde, Y nin kosullu beklenen degerini hesaplayiniz.

Coziim: a) X* <1 oldugundan, X insmrlari —1<x <1 dir. Yani, Dy =[-1 1] dir.

Buradan c sabitinin degeri,

1-x* dx = 3¢
21

x=—1y=x? x=-1 2 x=—1

101 1] 1 1
1= [ [ f(xy)dydx=c | { [ ydy}xzdxc [ x?
y=X

esitliginden ¢ =21/4 olarak bulunmus olur.
b) P(X >Y) olasilig1 igin
A={X (W) =Y (W)}={(x,y):0<x<1 X’ <y<x}

kiimesini g6z Oniine alalim. Buradan aranan olasilik,
2

1 X 1 X 1 2 4
P(X 2Y):2—1 J. j x2y dydx = L j G _[ y dy dx=2—1 I X2 XX dx=i
4 ) 3 ) 4

x=0 y=x x=0 y=X x=0

olarak hesaplanir.

¢) X ve Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulalim. Once,

1
21 - 21 - 4

f(x,y)dy =—x dy =—x“(1-x
[ Toopdy="5 [ ydy =" -xh)

yeDy y=x"

olup X in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

21 > 4
—X“(1-x , —1l<x<l1
fx (X)7 8 ( )

0 : d.y.
dir. x? <y ise —\/y<x< y oldugundan

W 2 21 {XSJ\N [ 52
I X“dx |[=—vy| — ==Yy

2 3 2
0 x=0

integralinden sonucu olarak, Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu da,

Jy
I f(x,y)dx:%ly j x2dx:%1y 2
-y

XEDX

7 52
Ty

, O<y<l
fy(y)=<2 y

0 : d.y.

14



olarak bulunur.
d) P(Y>3/4|X =1/2) olasihigi i¢in X =x verildiginde Y nin kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonuna ihtiyag vardir. x* <y <1 igin

f(x,y)  (U/4)x*y 2y

f — = =
1 fx(¥) @18 x*1-x* 1-x*

oldugundan X = X verildiginde Y nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

2y /(1—x* , X2 <y<1
fY|x=x(y|x>={ yHL=x5) Y
, d.y.
dir. Diger taraftan,
1
oy V[
[ 7dy= 7 =1
w2 1=X 1-x ‘ 2

y=X
oldugundan fy|x_y (Y |X) bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. Buradan aranan olasilik da,
i i 2y 32 7 7

P(Y 23/4| X =1/2) = jf(y|1/2)dy= j (—4de=— y dy=—

3/4 3/4 1-@1/2)) 15 3/4 15

olarak hesaplanmustir.

e) Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarindan beklenen deger ve varyanslar

E(X)=0, EX?)=1, Var(X) == | E0) =1 E(r3)=L, Var()=—

seklinde bulunmustur. Ayrica,

21 ¢ 1 20 T [ 1 o |3 Tt o3 6
EXY)== [ [ xyf(x,y)dydx=="[ | [ y“dy|xX°dx==[x’(1-x")dx=0
X:—ly:x2 4 x=—1 y:x2 4—1

dir. Dolayist ile, X ile Y arasindaki kolerasyon

_Cov(X,Y)  E(XY)-E(X)E(Y)  0-0(7/9)
- Nar(X)var(Y)  Nar(X)var(Y)  [(7/15)(28/891)

PXY

dir. X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz olmamasina ragmen, aralarindaki korelasyon

sifirdir.

f) X =x verildiginde, Y nin kosullu beklenen degeri,

T o2 oy 20-x%)
E(YIX=x)= [ ylyx(yIx)dy= [ 2y°/(@-x")dy= Z
yeDy y=x 3(1-x7)

dir.

15



2.7.7 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu,

P(X=x,Y=y)=cx/y,x=12,y=12

olarak verilmis olsun. C sabitinin degerini bulunuz. X ile Y bagimsiz midir?

Coziim: Once,

2 2
2 2 (xly)=9/2

y=1x=1

oldugundan ¢ =2/9 dur. Marjinal olasilik fonksiyonlar1 da
P(X=x)=x/3,x=12, PY=y)=2/3y),y=L12

seklindedir. Buradan, Y =y verildiginde X in kosullu olasilik fonksiyonu, X =1,2 i¢in

P(X=xY =y) _(2x/9y) _x_
P(Y=y)  (2/@y) 3

P(X =x|Y =y)= P(X =x)

olup X ve Y rasgele degiskenleri bagimsizdir.
2.7.8 (2, U, P) bir olasilik uzay1 ve A,Belf olsun. X ve Y rasgele degiskenleri

X: Q>R Y: Q>R

1, weA
w—Y(w)=
0, wegA

1 , weB
w — X (w) :{
0 , weB
olarak tanimlansin. Buna gore,
Cov(X,Y)>0 <= P(Y =1|X =) >P(Y =1
Onermesini ispat ediniz.
Coziim: Dy =Dy ={0,1} oldugundan, E(X)=P(X =1), E(Y)=P(Y =1) olup,
1 1
E(XY)=> D> xyP(X =xY =y)=P(X =1,Y =1)
x=0y=0

dir. Buradan,
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=P(X =LY =) -P(X =1 P(Y =1)
yazilir. Dolayist ile,

Cov(X,Y)>0e P(X =LY =1)-P(X =)P(Y =1) >0 < P(X =LY =1) > P(X =1)P(Y =1)
P(X =LY =1)

P(X =1) >P(Y =1) & P(Y =1|X =1) > P(Y =1)

elde edilir.
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2.7.9 Dagilim fonksiyonu,

—X —X
F(x) = 1-e " —xe , X>0
, d.y.

seklinde verilen bir X rasgele degiskenin modunu bulunuz.

Coziim: Bir rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu dagilim fonksiyonunun

tirevi oldugundan X in olasilik yogunluk fonksiyonu,

—X
f(x) = Xe , x>0
, d.y.
dir. Bir rasgele degiskenin modu ise olasilik fonksiyonunu maksimum yapan degerdir.
Buradan, X in modu olasilik yogunluk fonksiyonunun tiirevini sifir yapan noktadir. O halde,

f(x)=e* —xe™ =0=x=1 oldugundan rasgele degiskenin modu x =1 dir.
2.7.10 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

T
olarak verilmis olsun.

a) Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulunuz.

b) P(X <1/2), P(X<1/4)Y <1/2) ve P(X >1/4 veyaY >1/4)
olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim: a) Once,

1 y
1 1
(9= [ <dy=In(y),_, =-I() ve fy ()= [ =dx=1
y=xy x:Oy

integral degerleri kullanilarak marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari sirasi ile

—In(x) , O<x<1

1, O<y<1
fo (y) =
o, dy MO {o

fx (X)={ dy.

seklinde bulunmustur.

b) Simdi olasiliklar1 hesaplayalim. Once, P(X <1/2) olasiligi,

1 1/2 12 12 w2 1 1 (1
P(X <1/2)= J(;—In(x)dx:—xln(x)|0 + £ dx=—xIn(x){ "+ x|, :E_Eln(szo'&w
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dir. Burada, L’Hospital kurali iki defa uygulandiginda (limit ifadesinde 0/0 veya oo/

ifadeleri geldigi zaman uygulanir),

(—1/ xz)/(ll x)

lim (~xIn(x)) = lim ") _ iy = lim x=0
x—0 x>0 1/X x—0 ~1/ x? x—0

oldugunu belirtmek gerekir. P(X <1/4,Y <1/2) olasiligi ise,

v4 12 14

P(X<1/4,Y<1/2)= | j%dydx: [ (In(1/2)—In(x))dx
0 x 0
1/4 14 1
= [ (In@/2))dx+ | (—In(x))dx:—ln( j+ [ (=In(x))dx
0 0 4 0

N +[—x|n(x)+x|1’4}=1|n L)t
412 01 4 2) 4 \4) 4
_ 1 In /2 1:lln(Z) —_0.423
4 1/4 4 4
diir. Son olarak, P(X >1/4 veyaY >1/4) olasiligin hesaplayalim. Bunun igin,

1
P(X >1/4) = j ~In(x) dx = (=X In(X) + X)| x_1/4 = 0.403,
]J4

P(Y >1/4) = j dy =1-
14

-l>||—\
-l>|oo

ve

1y 1 1 3 1
P(X>1/4,Y>1/8)= [ [|]dxdy=[[1- |ay=2+2mn[2)=0403
1/4 1/4 AN 4 4 \4

oldugundan aranan olasilik,

P(X >1/4 veyaY >1/4)=P(X >1/4)+P(Y >1/4)—P(X >1/4,Y >1/4)

—0.403+>-0403=3
4 4

seklinde bulunmustur. Burada integrallerin analitik hesabi i¢cin Mapple VIII programindan

yararlanilmugtir.

3.4. Coziimlii Problemler

3.4.1 Bagimsiz ayni dagilimli X; ve X, rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk

fonksiyonu

18



1/6 , 0 0
£(x) = <X<
o , d.y.

olmak tizere Y; =min(Xy, X5) ve Y, =max(X;, X,) rasgele degiskenlerini tanimlayalim.

E(Y1), E(Y,) ve E(Y1/Y5) degerlerini hesaplayiniz.

Coziim: Y1 ve Y, rasgele degiskenlerinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari,

2 ylj 2y,
—(1-=| , O<y <0 —= , O<y,<40
fy, (1) = e( 0 L () =1 @2 ?
0 : d.y. o d.y.

ve Y; ve Y, nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da

207% |, 0<y<y,<0
fy v, (V1. ¥2) = =2
0 , d.y.
dir (Casella ve Berger, 2002, sayfa 230). Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarindan

beklenen degerler E(Y{)=6/3 ve E(Y,)=(26)/3 olarak hesaplanmstir. U =Y, /Y,

rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in V =Y, yardimci déniisiimiinii

tanimlayalim. Ters doniisiimler Y; =UV ve Y, =V olup Jacobien matrisi ve determinant:

Mo
vV u
N A , det(J) =v
% % | [0 1
ou oV

seklinde hesaplanmistir. U ve V nin sinirlari, O<u <1 ve 0<v <@ olup ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu,

2v6'_2 , O<ux<l O<v<@
fuyv (U,v)= dy

dir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun V nin deger kiimesi tizerinden integrali

0 0
J. fuv u,v)dv= I 2v0 ~2dv =1
v=0 v=0

oldugundan U nun marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 , O<uxl
fu(u)=
0 , d.y.

olup, E(U)=1/2 dir. Ayrica, E(Y;)=6/3 ve E(Y,)=(20)/3 oldugundan,
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EV) 673 1 ~
E(,) 2003 2 EU)=E(Y1/Y3)

elde edilir. Genel olarak E(Y1)/E(Y,) = E(Y{/Y5) dir.

342 Xq,..., X, bagmmsiz aym olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele

degiskenler olsun. 1=1,2,3,...,n igin X; lerin olasilik yogunluk fonksiyonu

-6 X

e x>0
fy (X)= % '
XAk { 0 , d.y.

olarak verildiginde Y =min(Xq,..., X,;) olmak tizere P(Y = X|) olasiligin1 hasaplayimniz.

Coziim: Once, Y mnin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim. Y nin dagilim

fonksiyonu, 8 =6, + 6, +...+ 6, olmak iizere,
Fy (y) =P(Y <y) = P(MIn{Xy, X5,..., Xp}<y) =1=P(min{Xy, X3, ..., Xn}> )

n n( o
=1-P(X1>¥, X5 > ¥,... X > ) =1-TTP(X; > Y)—l_-l_{(jﬁ e 4 de]
1= i=1\ y

n
ﬂ—l‘[(—e‘ﬂx
i=1

n
0 ]:1_1_[8_@ y zl_e—(01+02+...+9n)y :1_e_9y
x=y i=1

olup, olasilik yogunluk fonksiyonu,

pe?  y>0
fy (y) = y
0 , duy.

olarak elde edilmistir. Buradan da P(Y = X)) olasilig1 da,

P(Y =Xk)= P(X1> Xk,X2 >Xk,...,Xk_1>Xk,Xk+1>Xk,...,Xn >Xk)

P(Xl > Xk' Xz > Xk,...,Xk_l > Xk' Xk+1 > Xk,..Xn > Xk |Xk =t) ka (t)dt

o0
0
o0
[P(Xy >, X5 >t Xy g > 1 Xjuq > 1,.X,, > 1) fy (t)dlt
0
o0
0

o\i=l

n w©fn 0
[. Il ]ak o[l g et
i=1,i= 0

_ 6 (OO Ot
G+6,+..+6,)

0 B Hk
t=0) (6,+6,+..+6,)

olarak bulunmustur.
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3.4.3 Beklenen degeri pu, varyansi &% olan bagimsiz ayni dagilimli rasgele
degiskenlerin dizisi {X, , neN} olsun. Ayrica, X; rasgele degiskenlerinden bagimsiz,

negatif degerler almayan sonlu beklenen deger ve varyansa sahip kesikli bir rasgele degisken

de N olsun. S;=0 ve S, =X;+ X, +...+ X, olacak sekilde Sy rasgele degiskenini
tanimlayalim. E(Sy), E(S,%) ve Var(Sy ) degerlerini hesaplayimiz.
Céziim: Once, E(Sy) degerini hesaplayalim. N =n verildiginde,

ES)=E(X{+Xo+...+ X)) =nu

oldugundan E(Sy) beklenen degeri

E(Sn) =D E(SnIN=n)P(N=n)=>E(S;)P(N=n)=x> nP(N=n)=uE(N)
n=1 n=1 n=1

olarak bulunur. Benzer sekilde N =n verildiginde, Var(S,)) ve E(Sﬁ) degerleri de

Var(S,) =Var(X;+ X, +...+ X)) =no? ve E(S2)=Var(S,)+(E(S,))?

olup, E(S,%) beklenen degeri

E(S2)=3 E(sﬁl IN :n)P(N =n)=§E(s§)P(N —n)

n=1 n=1
=S (Var(Sn)+(E(Sn))2)P(N —n)=3 (no-2+n2y2)P(N = n)
n=1 n=1

:azi NP(N =n) + z? f n2P(N =n) =c2E(N)+ #’E(N?)

seklinde bulunmustur. Son olarak varyansin tanimindan,

Var(Sy) = E(S§)— (E(Sn))? = 0E(N) + £°E(N?) - ?(E(N))?
= o2E(N)+ #°[E(N?) —(E(N))?]= o®E(N) + u* Var(N)

elde edilir.

3.4.4 X ve Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, 0 < p <1 i¢in

1 1 2 2
f(x,y):—exp(—— X“+y"-2pxy ],X,VGR
272'\/1—,02 2(1—,02) [ }

seklinde verilmis olsun.
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a) U=X—-pY veV =Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

b) U=X+Y veV =X —Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
Coziim: a) Ters doniigimler X =U+pV ve Y =V olup Jacobien matrisi ve

determinanti,
o0X 0Xq
U oV 1
3= U VT P e det(d) =1
o v o1
o oV

seklinde hesaplanmistir. Buradan U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 -1 2,2
f V) = -2
uv U,v) 277\/1_7 exp(z(l_pz) [(u + pV)© +V p(u+ pv)vﬂ

B 1 -1 2 20 2
omi- p? GXID(Z(l—pZ)[UI e )H

2

! exp{ 2} L exp[‘vz} fu (W) fy ()
J2r-p?)  \20-p%) Nz | 2

dir. Goriildiigi gibi, U ve V bagimsiz rasgele degiskenlerdir.

b) Ters dontsimler X =(U +V)/2 ve Y =(U-V)/2 olup Jacobien matrisi ve

determinanti
o0X 0oX 1 1
U avl 12 o 1
g=| U N2 2 e det(d) =2
o oY1 1 2
ou oV 2 2

dir. Buradan, U ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

f (uv):;exp— ! u+vj2+(u_vj2_2p(ﬂ)[ﬂj
S 4r\1- p? 201-p) |\ 2 2 2 2

_(u +v)2 +(u —v)2 —2p(u+Vv)(u —V)H

1 1
41— p2 [ 8(1- ,02)
;p(;
47z\/1—p2 4(1—/32)

olarak bulunur. Ayrica, fyyy (u,v)= fy (U)fy (V) olmasi igin gerek ve yeter kosul o =0

‘u2(1—p2>+v2(1+p2)}]

olmasidir.
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3.4.5 Bagimsiz X; ve X, rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

1, 0<x;<1,0<x<1
(X, %) =

0, d.y.
olarak verilsin. Y; = (=2In(X())¥2 cos(27 X,) ve Y, =(=2In(X))Y?sin(27 X,) rasgele
degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Céziim: Ters dontisiimler,

2 2
Y2 +Y4 =—2In(Xy) = X, =e (W +¥2)/2
ve
N =tan(2z X,) = X, = iarctg LS
YZ 272' Y2

olup kismi tlirevler,

00Xy _ Y, o2z 0Xy -, o- (212

oY, oY,
0Xp_ 1 Yo 0Xp_ 1 Y1
oYy 2 Y2 +¥E T Yy 2w Y2 4Y{

seklindedir. Buradan Jacobien matrisi ve determinanti ise

v, o (Y +Y5)I2 Y, o (Y +Y5)I2
B 1 v2evdr
J= _i Y, i Y, ,det(J)_—ze
2 Y]_Z +Y22 2 le +Y22

olup Y; ve Y5, nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

+y2)/2

1 (2
le,Yz(yllyz):Ze (i v YuY2eR

olarak elde edilmistir. Ayrica, her y;,y, € R i¢in

1, 1,
1 —n 1 =Y
Y.y, (Y1, ¥2) o o v, (V1) Ty, (¥2)

oldugundan Y; ve Y, bagimsizdir. Bu doniisiimler (literatiirde Box-Miiller metodu olarak

bilinir) normal dagilimdan veri tretmek i¢in kullanilmaktadir. Monte-Carlo yontemi

tamamen bu doéniisiime dayanir.

3.4.6 Xq,..., X, bagimsiz ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenleri

23



=X/
F(x)= @Ae , x>0
0 , d.y.

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun.

Y, =min{Xy,..., X}, Y, =Ikinci en kiigiik{X1,..., X},

Y4 = Uglinct en Kigtk{Xy,..., X} ... Y, =max{Xy,..., X}
olmak iizere, Yj ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, Yj <Y
i¢in

n!
i-i(j-i-HY(n-
F(yj) -F1 " -Fy;n™’

ve Y1,Y5...,Y, rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da,

oy, (Vi Yj) = j)!fX(Yi)fX(Yj)[F(Yi)]i_l

n
NI fx (i) 0 yi<ya<...<y
le,...,Yn(y_’]_,-..,yn): :II‘:_‘:II:- X| | 1 2 n

0 , d.y.

seklindedir. Buna gore,

a) R =Y, —Y; rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

b) Ui =Yy, Uy=Yy-Y;, Ug=Y3-Y,, ...,U,=Y,~-Y,_1 rasgele degiskenlerinin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

—XIA

Coziim: a) X indagilim fonksiyonu, X >0 igin F(x)=1-e olup Y, ve Y, rasgele

degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu (Teorem 6.4.1),

fy, v (Y1, Yn) = fx (¥2) Fx (V) [F (¥n) = F (Y012, Y1 < i

n!
(n-1-1)!
seklinde yazilir. Daha agik olarak, Y; ve Y, rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu y; <y, igin,

fy,v, (Y1, Yn) =00 =1) fx (¥0) x (V) [F () = F (yp)] "
— n(n—l) /1—2e—(y1+yn)/i[(1_e—yn/ﬂ)_(1_e—yl//1)]n—2
— n(n _1) ﬂ«_ze_(yl+yn)/ﬂ[e_y1//1 _e—yn/l]n—Z

seklindedir. Buradan, R nin olasilik yogunluk fonksiyonu r >0 i¢in,
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fr()=n(n-1) [ [Fu+n-FW]"> f(u) fu+rdu
=n(n —1)oj3[e_“/’1 _e—(UH)/l}n_z 127Ul Ag=(u+n)/ 2 4,
0
—n(n-1)e " [1_ e—r/,q,}”—Z 172 I o~ (N-2)uldg-2ul2y,
0

n-2 %
— n(n _1) e—r/l |:1_e—r/lj| 1—2 J- e—nU/ldu — (n _1) ﬂ,_l e—r//l [1_ e—r//l]n—Z
0

integralinin sonucundan,

n-2
(n-nate "4 [1—e_”’1} , r>0
0 , d.y.

fr(r)=

seklinde bulunmustur.

b) Ters doniigsiimler,
Yl :Ul’ Y2 :U1+U2, Y3 :U1+U2 +U3, ...,Yn :U1+U2 +"'+Uﬂ

seklinde olup Jacobien matrisi ve determinanti,

1 00 0
110 0
111 . . .
J= ve det(J) =1

11 111 1]
dir. Dolayist ile, U;j, 1=12,3,...,n rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

n
fu,.u, U un) =] fx (i Uy g)) =0t (Ug) i Uy +UR) fx (Ug U+t U )
i=1

1 e—null/le—(n—l)uzl/le—(n—Z)u3//1me—un//l

/1n
_n e-nulm (n-1) e—(n—l)u 1 (N-2) e—(n—Z)u3//1m 1 e—un//l
A A A A

= fu, (W) fy, (U2) fy, (uz).. Ty _(uy)

seklindedir. Burada,
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(N—k+1) —(n—k+1)us2
fy W=7 2 ’
0 , d.y.

u>0

olup, Uy,...,U, rasgele degiskenleri bagimsizdir.

3.4.7 X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu,

0 , XYy<0
2
F(x,y)= %min(x,y)+% , 0<xy<1
1 . X y>1

olarak verilmis olsun.

a) X ve Y nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini1 bulunuz

b) P(Y <1/2|X >1/2) kosullu olasiligini hesaplayiniz.
c) Z =min{X,Y} rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Coziim: a) X ve Y rasgele degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlar sirast ile,
. 1 2 . 1
Fx ()= lim Fy vy (xy) =5 (x+x%) , R (y)=1im By v (x,y)=Z(y+y) =y
y—>o0 2 X—>00 2

olup marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar: da,

Xx+(@/2) , O0<x<l1 1, O<y<1
fx (x) = . )=
0 , d.y. 0 , d.y.
dir.

b) P(Y <1/2|X >1/2) olasihgi X in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonundan,

P(Y <1/2|X >1/2) = P(Y <1/2, X >1/2) _P(Y <1/2)-P(Y <1/2, X <1/2)

P(X >1/2) 1-P(X <1/2)
111 @/4d/z 1.1 .1 3
_2 22 2 _2 4 16__16 _3_44
(1 1]1 3 5 10
1- 1-> =
2 4)2 8

seklinde hesaplanmistir.
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c) Z=min(X,Y) rasgele degiskeninin deger kiimesi, D, =[0,1] olup, dagilm
fonksiyonu z <0 i¢in F,(z)=0 ve z>1 i¢in F;(z) =1 oldugu agiktir. Ayrica, 0<z<1
icin dagilim fonksiyonunun degeri de

F,(z2)=P(Z<z)=P(min(X,Y)<z)=P(X <zveyaY <7)
=P(X<2)+P(X<2)-P(X <z2,Y<2)

:£2222}+(z)—(2+223]:%2(2—2)(1+z)

oldugundan Z nin dagilim fonksiyonu ve tiirevinden olasilik yogunluk fonksiyonu

0 ) z2<0 -2
7(2-z
1— 272 .0
Fz(2) = %2(2—2)(1+z) , 0<z<1, f,(2)= -+ > <z<1
1 : z>0 0 , d.y.

seklindedir.
3.4.8 Bagimsiz X ve Y siirekli rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(X),
olasilik yogunluk fonksiyonu f(X) olsun.

a) P(X >Y) olasihigini hesaplayiniz.

b) X ve Y rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlari sirast ile,

O<x<a , O0<x<b

1
fx(X)=1a fy (y)=1b
0o , d.y. 0 , d.y.

seklinde verildiginde P(X >Y) olasiligini hesaplayiniz.

c) b=aise Z =X -Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

(Coziim: a) Bu olasilik dogrudan,

P(X>Y)= [ P(X>Y|Y=y) f(y)dy= [ P(X>y) f(y)dy= [ @-F(y)f(y)dy

L LFOP 1
=1 _IOOF(y) fydy=1-"— =1-5 =3
y=—00

seklinde bulunmustur. Rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar farkli ise,

27



P(X>Y)= [ P(X>Y Y =y) fy (y)dy= [ P(X >y) fy (y)dy
= [ W-Fx MR dy=1- [ Fx () fy (y)dy=1-Ey (Fx (V))=1-

—0o0

N -

1
2

olup P(X >Y) olasihigi her iki durumda da aymidir. Y siirekli rasgele degisken ise,

U = Fyx (Y) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 , O<uxl
fu(u)=
0 , d.y.

olup E(U) =1/2 dir (Ornek 3.1.4).

b) a>b ise (b,a) araliginda, fy (y)=0 olup, a>b i¢in P(X >Y) olasilig:

T ? Y1 1? b
P(X>Y)=1-|Fx(y) fy (y)dy =1- (—j—dy:l—— ydy =1--—
0 oLa/b ab g 2a

dir. Simdi, a <b olsun. Bu durumda (a,b) araliginda Fy (X) =1 olup, a<b igin
PO ¥)=1- [ )y )y =1 [ L2y =1-1( L J2ay- [ty (o
0 ola/b ola/b a
18 12 a
=l-—|ydy——|dy=—
e LA
dir.
c) b=a ise bagimsiz X ve Y degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

— , O<xy<a
fxy (X, ¥)=1a?
0o , d.y.
seklindedir. Buradan, D, =[-a,a] olup Z nin dagilim fonksiyonu z <—a i¢in F, (z)=0
ve z>a i¢in F,(z) =1 dir. Ayrica, I (2) =P(Z <z) =P(X —Y <2) olup iki durum ayri

ayr1 incelenmelidir. —a <z <0 i¢in F,(z) degeri (sekildeki taral1 alan)

a y+z 1 1 a a+7 2
Fz(z)zP(Zgz):P(x_Ygz):j j —dedy=—2f(y+Z)dy:( 2)
-z 0 a a  _; 2a

olur.
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A, z

X AZ

AL

- z a

Sekil 3.4.1 Problem (3.4.8) icin fonksiyonun tanim bolgeleri

0 <z <a araliginda dagilim fonksiyonunun degeri igin Sekil (3.4.1) de gosterilen A;

bolgelerinin alanlariin bulunmasi gerekir. Sekilden de goriildiigi gibi, dagilim fonksiyonu

asagida belirtilen alanlarin toplamidir. Yani,

F(2)=P(Z<2)=P(X =Y <2)= (A + Ay + Ag) / a°
dir. Sekildeki bolgelerin alanlar1 (A, A, ve Ag bolgeleri)

Alan(Aq) = a’l2, Alan(A,) = 2212 ve Alan(A3) = % z\/2(a— z)2 =z(a-2)
olarak hesaplanmustir.
Fr(2)=(Al+ A+ Ag)/ a® olasiligidan F, (z) nin degeri 0 <z <a i¢in,

F, (z) = P(Z <2) = P(X —Y§z)=(A1+A2+A3)/a2=a—12((a2/2)+(22/2)+z(a—z))
_1 a2+22+22(a—z) 3 (a+z)2—222
a2 2 - 22

dir. Iki sonug birlestirildiginde, Z nin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu

0 : z<-a

’ (a+22) , —a<z<0

(a+§) , —a<z<0 (aa—z)
F(2)= 22 ) , f(@)=1"=5> , O0<z<a
(a+2)° -2z a
— 0<z<a
2a
1 , z>a U d.y.

seklinde elde edilmistir.

34.9 Xy, Xs,..., X, dagilim fonksiyonu F(X) olan aymi dagilimli bagimsiz rasgele

degiskenler olsun.

29



1, X<t
|(xist)={0 'dy

olmak iizere,
Fa0= 210 <0
seklinde VeriI;n Ifn (t) rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulunuz.
Coziim: lfn (t), deger kimesi {0,1,2,3,...,n} olan kesikli bir rasgele degiskendir.

I (Xj <t) ler sadece O ve 1 degerlerini alan bagimsiz rasgele degiskenler olup,

P(I(X; <t)=1) = P(X; <t) = F(t)
ve
P(I(X; <t) =0) = P(X; >t) =1-P(X; <t) =1-F(t)

dir. p=F(t) ve Y; =1(X; <t) denirse, Y; rasgele degiskenlerinin olasilik fonksiyonu,

P =y)=p’-p*Y ,y=0,1

seklinde olup moment ¢ikaran fonksiyonu da =1-p olmak iizere My (t)=0+ pet dir.

Buradan, Y; ler bagimsiz ve F,(t)=> 1(Xj<t)=>Y; oldugundan, F,(t) rasgele
i=1 i=1
degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,

n n
M Ry (t) (1) =My, v, oy, O =TIMy. ) =T](a+ pet) = (q+ pe')"
i=1 i=1

dir. Bu fonksiyon da olasilik fonksiyonu,

P(X =x) = (ZJ p*q"™* ,x=0,12,..,n

olan bir X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonudur. O halde, lfn (t) nin olasilik

fonksiyonu ile, X in olasilik fonksiyonu aynidir.

3.4.10 X4, Xy,..., X, olasilik fonksiyonu, 0< p<1 ve q=1-p i¢in,

P(X=x)=pg*t,x=12,3,..
olan bagimsiz ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler olsun. U = X; + X, +...+ X, rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonunu bulunuz.

Coziim: X; lerin moment ¢ikaran fonksiyonu ( < et icin
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My ()= E@€X)= 3 e"P(X =x)= 3 e pq“t=L 3 (qe!)*
x=1 x=1 q x=1

Pl 2 tix p| 1 p| qe pe'
=L (ge’) —1}:— -1=—= =
ngo q|1-qe' q|1-ge' | 1-ge'

olup Xj ler bagimsiz oldugundan, U nun moment ¢ikaran fonksiyonu da

r
My (1) = E(e"Y) = EE' o™ X)) =TTMy (1) =[pe'/ (1—qe")]"
i=1
seklindedir.

Simdi herhangi bir Y rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,
y+r-1) .
P(Y=y)= pg’,y=0123,..
r-1
olarak verilsin. Bu olasilik fonksiyonu,
-1
P(Y =Y) =({ 1] p'g? " y=rr+lr+2,..

olarak yazildiginda, Y nin moment ¢ikaran fonksiyonu,

My () =E(e" )= Y eVP(Y =y)= 3 e‘y[yrjj p'gy " =p'
y=r y=r

(o £y {2 525 (2

seklinde olup, U rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu ile aynidir. Buradan,

[
o
<
LDs
@D
—
<
VR
=<
Lo
Lol S
N——
o]
<
4

U=X1+Xo+...4 X, ile Y nin olasilik fonksiyonlar1 aymdir. Yani, U rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonu,

-1
PU =u) :(ur _J p'g" " u=rr+lr+2,..

dir (bu olasilik fonksiyonu besinci béliimde bahsedilecek olan 6zel dagilimlardan biridir).

4.3. Coziimlii Problemler

43.1 a,ay,...,Q, eR* olmak tizere, bu @; reel sayillarmin aritmetik, geometrik ve

harmonik ortalamalari

1 n n Un 1 n 1 -1
wede o] wo (i)

i=1
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seklinde hesaplanir. ay <ag <a, oldugunu gosteriniz (Casella ve Berger (2002), sayfa
191).

Coziim: Deger kiimesi {&,ay,...,a,} olan herhangi bir X rasgele degiskeninin olasilik

fonksiyonu

P(X :ai):l ,1=12,3,...,n
n

olarak verilmis olsun. g(x)=log(x) fonksiyonu konkavdir (g"(x) =-1/ x2 olup her zaman

negatiftir). Bu durumda, X rasgele degiskeninin beklenen degeri

n l n

E(X)=2aP(X=g)==2 3 =ap
i=1 Ni—1

olup

Ni—1

n N n
log(ag) = log[hai} ]=12|09(ai) = E(log(X))
ve
log(E(X))=log (%_%aij: log(ap)
dir. Jensen esitsizligine gore, E(log(X))>log(E(X)) oldugundan,
1
log(ag) = =

zl log(a;) = E(log(X)) <log(E(X)) = Iog(% zl a, j = log(a,)

yazilabilir. Yani, log(ag) < log(a,) esitsizligi elde edilir. Logaritma fonksiyonunun

ozelliginden ise ag < a, dir. Yine g(x)=1log(x) fonksiyonunun konkav oldugundan,

log(1/ay)=log [% %é}z Iog[E (%D >E (Iog (%n =—E(log(X))

Esitsizligi yazilir. log(ag )=E(log(X)) olup —E(log(X)) =—log(ag) =log(l/ag) dir.
Yani, log(l/ay)=log(l/ag) olup logaritmanin o6zelliginden, (1/ay)=(1/ag) yani,

ay <ag elde edilir. Bu iki esitsizlik birlestirildiginde ay <ag <a, elde edilir.

4.3.2 Sonlu beklenen degere sahip bir rasgele degisken X olsun. E(X)=u ve g de
azalmayan konveks bir fonksiyon ise, E(g(X) (X —£))>0 oldugunu gésteriniz.
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Coziim: X in olasilik yogunluk fonksiyonu f(X) olsun (kesikli ise integral yerine
toplam gelir). g(x) konveks oldugundan Jensen esitsizligine gore, E(g(X))=>g(E(X))
dir. Ayrica, g(x) azalmayan (x<vy ise, g(x) <g(y)) oldugundan,

0

E(9(X)(X=m)= | g(x)(x-u) f (x)dx
0 ”
= [ 900 (x= ) T (x)dx+ [ g(x) (x - p) f(x)dx
0

0 0
> [ g(e) (x—p) FO)dx+ [ gae) (x—p2) F(x)dlx
0

—0a0

= [ 9(u)(x=p) F () dx=g(E((X -u)) = 0

—a0

seklinde aranan esitsizlik elde edilir.

X 21 olacak sekilde bir rasgele degisken igin, E(Xn+1)2E(X) E(X") esitsizligi
E (g(X)(X —))=0 nin bir sonucu olarak elde edilir. Bunun i¢in g(x) = x" denirse,
g"(x)=n(n-1) x"2 >0 olup g(x) = x" konveks ve x>1 i¢in azalmayandir. Yukaridaki
esitsizlik g(x) = x" fonksiyonuna uygulandiginda,

0<E(Q(X) (X - ) =E(X"(X = )) = E(X") - uE(X")

=E(X™H-E(X)E(XM)

elde edilir. Buradan her n e N igin,
0<E(X™)—E(X)E(X™) = E(X™) > E(X)E(X™)
esitsizligi yazilir. Yani, E(X")>E(X)E(X") dir.

4.3.3 X siirekli bir rasgele degisken ve E(X) =0, Var(X) = o olsun. Buna gore,

a) <0 ise P(X <A)<c?/(c?+A%)
b) >0 ise P(X <2)<1-02/(c%+2%)
esitsizliklerinin dogru oldugunu gdsteriniz.

Coziim: Sorunun ¢6ziimiine gegmeden once A, t >0 olmak {izere dnce

P(X > 2)<E(X +1)2/(A+t)
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esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. Buradaki beklenen deger

E(X +t)? = Ojo (x+1)? f(x)dsz(xH)Z f (x) dx
A

—00

ZT(/IH)Z f(x)dx:(i+t)20f f (x)dx=(1+t)°P(X > 1)
A A

seklinde yazilabildiginden, P(X > 1)< E(X th)2 / (/At+t)2 bulunur. Bu esitsizlik yardimi
ile istenen esitsizlikler kolayca gosterilir.

a) A<0 ise —4>0 olup,
P(X <A)=P(-X 2-1) <E(-X +1)* /(=4 +1)?

esitsizligi yazilir. Buradan, t = %12 icin E(X) =0 ve Var(X) = o’ oldugundan,
E(-X-02/2)% E(X?)+0%E(X)/ A+(c*12?)
(~A-0c?12)? (A2 +02)% 122
_0222+04 _02(/12+0'2)_ o2
(A2 +0%)?  (AP+0%)®  (AP+0)

P(X<A)=P(-X2-1)<

seklinde aranan esitsizlik elde edilmis olur.
b) A>0 olsun. X siirekli oldugundan P(X >A4)=P(X >A1) dir (kesikli ise
P(X > 1)< P(X > A) dir). Buradan,
P(X<A)=1-P(X>2) > 1-P(X > 1) >1-E(X +t)? /(t + 1)
esitsizliginde t = o2l A yazildiginda aranan esitsizlik,
E(X2)+o-2E(X)//1+(o-4//12) 5222 4 o 2

P(X<2)>1- (,12+02)2//12 :1_(,12+02)2 :1_(/12 +0?)

seklinde elde edilir.

Burada, t= o? /A alinmasinin nedeni, E(X +t)2 /(t +ﬂu)2 oraninin bu noktada
minimum olmasidir. Yani, E(X +t)2 /(t+/1)2 fonksiyonu (t fonksiyonudur) t=c?/A
noktasinda minimumdur. E(X) =0 ve Var(X) = o2 oldugundan,

E(X +1)2/ (A +1)? = (02 +12) [ (A +1)?

olup,
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d (E(X_'_t)ZJ d [0_2+t2]_2(/1t—0'2) .

at 2 |Tat 2|7 7 —0=t=—
dt{ (2+1) dt| (1+1) (A+t) A

bulunur. Tkinci tiirev bu noktada
d? [ E(X +t)2 Cd? [ o?+t? >0
dt?| (2+1) t:%z dt?| (A+1)° t:%z

pozitif olup, E(X +t)2 /(t+ /1)2 oraninin t=o? /A noktasinda minimum oldugu gdriiliir.

4.3.4 Markov esitsizligini kullamlarak, 0< p<1 icin (1—p)" <1/(np) oldugunu

gosteriniz.
Coziim: Kesikli bir X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu g =1—p olmak iizere,

P(X=x)=pg*?, x=12.3,..
seklinde verilmis olsun. Bu durumda, E(X)=1/p ve P(X >n) olasilig,

n n n-1
P(X >n)=1-P(X <n)=1- Y P(X =x)=1-Y pg*t=1-p Y ¢*
x=1 x=1 x=0

1-q" 1-q"
~1-pTL=1-p=—L —q"=@-p)"
1-q p

dir. Markov esitsizliginden,

- p)" =P(X >n)<E(X)/n=1/(np) veya (1-p)" <1/(np)
seklinde aranan esitsizlik elde edilir.

Ayni olasihik fonksiyonu kullanilarak Jensen esitsizligine goére 0< p<1l igin
log(p) <(p—1) esitsizligi de yazilabilir. Bunun i¢in X >0 igin g(x)=1/x fonksiyonu
konveks olup, Jensen esitsizligine gore E(1/ X) >1/E(X) dir. g(X)=1/X in beklenen

degeri
1) =1 2 pg*t  2g¢? logll-q)) P
El - |=2X-P(X=x)=X =p), —=p|-———— |=——log(p)
(XJ x=1 X x=1 X x=1 X q q

olup, E(X) =1/ p dir. Yani, Jensen esitsizliginden E(1/ X) >1/E(X) olup,

1y__p 1 1 _
E(Yj‘ q 9 2 e "1 P

elde edilir. Buradan da, —(p/q) log(p) > p dir. Ayrica,
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—(p/q)log(p) > p=—log(p) =gq=log(p) <-q=—-(1-p)=p-1

oldugundan log(p)<(p—21) elde edilir.

4.35a)Her neN igin (n+1) <2e"/n oldugunu gosteriniz.
b) Her ne N igin (1/ 2n—1) <(1/n) oldugunu gosteriniz.
Coziim: a) X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(X):{xe‘X , x>0
0o , dy.
olarak verilmis olsun. Buna gore,

o o0
P(X>n)= [ xe¥dx = (-xe*-e™)| =ne"+e"
X=n X=Nn

dir. Ayrica, E(X)=T(3)=2 olup Markov esitsizliginden,
ne"+e"=P(X>n)<E(X)/n=2/n

esitsizligi yazilir. Esitsizlik biraz daha diizenlendiginde
e "(n+1)<2/n veya (n+1)< 2e" /n

seklinde aranan esitsizlik elde edilir.

b) X rasgele degiskeninin olasihk fonksiyonu, P(X =x)=1/2%,x=123,...

seklinde verilmis olsun. P(X >n) olasihigi,

1 1
X 2"

P(X >n)= i P(X =x)= i

X=n+1 X=n+1

dir. Ayrica,

E(X)= 3 xP(X =x)= 3 = =2
x:12X

X=

olup yine Markov esitsizliginden,
1/2" =P(X >n)<E(X)/n=2/n veya (1/ 2" )< (1/n)
esitsizligi elde edilir.
4.3.6 Sonlu beklenen degere sahip herhangi iki rasgele degisken X ve Y olsun. Buna

gore,
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a) EMIn{X,Y}) <min{E(X),E(Y)} b) E(max{X,Y})>max{E(X),E(Y)}

c) E(min{X,Y}+max{X,Y}) =E(X)+E(Y)
esitsizliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: Once,

min{X,Y}=05[(X +Y)—| X =Y [] ve max{X,Y}=05[(X+Y)+|X-=Y|]
oldugunu hatirlayalm. g(x) =|x| fonksiyonu konveks olup Jensen esitsizliginden,
|[E(X=Y)|<E(| X-Y|) dir. Buradanda —E(| X —-Y[) >—|E(X —Y)| olup

—E(|X =Y|)<—-|[E(X =Y)|=—|E(X)-E(Y)|
esitsizligi yazilabilir. Simdi esitsizliklerin ispatina gegebiliriz.

a) min{X,Y} nin ifadesi Jensen esitsizligi ile beraber kullanildiginda ( g(X) = x|
fonksiyonu konvekstir),

E(min{X,Y}) = 0.5[E(X +Y)-E( X =Y |)]

<0.5[E(X)+E(Y)-[E(X)—E(Y)[1=min{E(X),E(Y)}

elde edilir. Yani, E(min{X,Y}) <min{E(X), E(Y)} dir.

b) Benzer sekilde max{X,Y} nin yukaridaki ifadesi Jensen esitsizligi ile beraber
kullanildiginda,

E(max{X,Y}) =0.5[E(X +Y)+E( X =Y )]
> 0.5[E(X)+E(Y)+| E(X)=E(Y) = max{E(X), E(Y)}

bulunur. Dolayisi ile, E(max{X,Y})>max{E(X),E(Y)} dir.
c) min{X,Y}+max{X,Y}= X +Y oldugundan, kolayca goriilecegi gibi
E(min{X,Y}+max{X,Y}) =E(X +Y)=E(X)+E(Y)

dir.
4.3.7 Deger kiimesi Dy ={X;, X5,..., X, } olan X herhangi bir kesikli rasgele degisken,

f ve g azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda E[f (X)]E[g(X)]<E[f(X)g(X)]
oldugunu gosteriniz.
Coziim: X in olasilik fonksiyonu, X <X, <..<X, i¢cin P(X =x)=p; olsun.

Buradan esitsizligin ispat1 i¢in,

[éf(xk)P(x =xk)](i 9 () P(X =xk)Js[i f (%) 9 (% )P(X :X")j

k=1 k=1
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oldugunun gosterilmesi gerekir. f ve g azalmayan fonksiyonlar oldugundan 1< j<n ve
1<k <n igin 0<{f(x)— f(xj;)Ha(x)—g(x;)} dir. Buradan da,
f () a(xj)+ F(x))ax) < F(x;)g(xj)+ F(x)9(x)

yazilabilir. P(X =)= p; 20 oldugundan, esitsizligin sol tarafi P(X =x;)P(X =x) ile

carpilip toplandiginda

iﬁ[f(x@g(xm (650 (%)TP(X =X )P(X = %)
j=1k=1

23 3 F(x)9(x)) POX = X,)P(X = %)

jolk=1
ﬂ[ilf(x,-)P(x =xk)j(kilg(xk)P(x =xk)J=[E(f(X))][E(g(X»]
j= =

esitligi elde edilir. Benzer sekilde, yukaridaki esitsizligin sag tarafi kullanildiginda

5 3L ()9(x) + F () a(ITP(X = % )P(X =x))

k=1 j=1

=kil[f(xk)g(xk>lp(x =xk)ilp(x = x;)+ il[f(x,-)g(x,-)]P(x =xj)k§1P<x = %)
: - 2 -

n
=22 [T (x;))a(x)IP(X =x;) = 2E[f (X)g(X)]

j=1
esitligi elde edilir. Buradan da, bu iki esitlik

FOR)I0))+ F (X104 < T I+ T (49 0%)
esitsizliginde kullanildiginda, E[f(X)]E[g(X)]< E[T(X)g(X)] esitsizligi elde edilir. Bu
esitsizlik literatlirde, Chebyshev Lemmas: olarak bilinir (Chebyshev esitsizligi ile
karistirilmasin). Fonksiyonlardan biri azalmayan diger artmayan ise esitsizlik yon degistirir.

4.3.8. Beklenen degeri sifir, varyansi o 2 olan bagimsiz rasgele degiskenler €;,€,,...,€,

olsun (E(ej) =0 ve Var(gj) = 02 ). Xj,1=12,3,...,n rasgele olmayan degiskenler olmak

uzere, Yi = fX;+¢€ ,1=12,3,...,n modelini goz dniine alalim. Buradan,
. n 5 -1 n . n -1 n . 10
L= 2% | 2XiYi Bo=2XX%| 2V Ba==2(YilX;)
i=1 i=1 i=1 i=1 Ni=

rasgele degiskenlerinin varyanslar sirasi ile,
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-2 2

-1
n n n
~ 2 2 ~ 2 A O
‘mdﬂﬁ=0[ZXJ Amdﬂﬁ=n6(ZXJ Var(fs)==53
i=1 i=1 i
dir. Bu varyanslari kiigiikten biiyiige dogru siralayiniz.

Coziim: Cauchy-Schwartz esitsizliginden

n -1 n -2 n -1
(inz) <n [ZXJ ve [inzj < iz
i=1 i=1 i=1 n

oldugunu biliyoruz (Ornek (4.2.1)). Buradan Var(ﬁ’l) SVar(,BZ) ve Var(ﬁl) SVar(,ﬁ’B)

1
2

I

X

dir. Yani, Var(,é’l) diger iki varyansdan da kiigiiktiir. Val’(,bA’z) ve Var(,B3) arasindaki

siralamaya bakalim. X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,
P(X_x,)_ ,1=1,23,..

olarak verilmis olsun. Buna gore, g(x) =1/ X2 fonksiyonu konvekstir. Jensen esitsizliginden

E(g(X)) > g(E(X)) olup beklenen degerler,

1
2

E(9(X))= 2 g(x)P(X =x) =+ 3
i=1 i=1 X

S|

ve E(X)= X P(X :Xi)Z%Zn:Xi
i1 =

seklinde hesaplanmaistir. Jensen esitsizligine gore,
-2 -2
1 1N o &
—2 > Q(E(X)):[HZXJ =n [ZXiJ
i=1 i

esitsizligi yazilabilir. Buradan,

n n 2 n —2 n
el - o) 3

i=1 n=i=1 Xi

amm%%

N M:

:Sll—\

bulunur. Yani, Var(ﬁ 2) SVar(,B3) dir. Bu esitsizlikler birlestirildiginde,

-2

n -1 n R
Var(ﬁ1)=02{2xi2} <Var(f,)=nc [Zx J s%Z%:Var(ﬂg)
i=1 i
siralamasi elde edilir. Yani, Var(ﬁl) < Var(ﬁz)SVar(ﬁg) dir.

4.3.9 X ve Y rasgele degiskenleri i¢in E(X)=E(Y)=0, Var(X)=Var(Y)=1ve X

ile Y arasindaki korelasyon p olsun. Bu durumda,
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E(max{X2,Y?}) <1+4/1- p?
oldugunu gosteriniz (Oztiirk, 1993, sayfa 298).

Coziim: Once, Problem (4.3.7) de verilen max{X,Y}=0.5[(X +Y)+| X =Y [] ifadesi
X2 ve Y2 rasgele degiskenleri igin

max{X2,Y2}=05[(X2+Y2)+| X% -Y?|]
seklinde diizenlendiginde, X% —Y?2 =(X =Y )(X +Y) olup Cauchy-Schwartz esitsizligi de
X2 ve Y2 rasgele degiskenleri igin,

[E(XZ=Y2DIP<[E( X =Y D’IE( X +Y |)°]

seklinde yazilir. Buradan da,

E(max{Xz,Yz}):%[E(X Z1Y2)+E(X2-Y2))]

< %[E(l X2_y2))+2] s1+%\/E((X CV)DE((X +Y)2
esitsizligine ulagilmis olur. Ayrica,

E((X -Y))E((X +Y)?)
=[E(X?)=2E(XY)+E(Y)][E(X?)+2E(XY)+E(Y?)]
=(2-2p)(2+2p) =4 p?)

dir. Dolayist ile aranan esitsizlik,

E(max{Xz,Yz})ler%\/E((X —Y)Z)E((X +Y)2) =1+% /4(1—p2):1+\/1—7

den E(max{X 2y 2}) <1+41- p2 olarak bulunmus olur.

4.3.10 X ve Y aralarindaki korelasyon p olan herhangi iki rasgele degisken olsun.

A>0icin E(X) =y, E(Y)=py ,Var(X)=a)% ve Val’(Y)=G§ olmak tizere,

1
P(1X - s[> Aoy veyalY - uy |z;tay)s?(1_ﬂ/1_p2)

oldugunu gosteriniz (Oztiirk, 1993, sayfa 299).

(Coziim: Egsitsizligin sol tarafindaki olasilik agik olarak
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P(1X ~ il 2 2oy veya Y — py |2 20

2 2 2 2
_ Y - — Y -
=P X zﬂzveya T > 12 |=P| max X~ , Ay > 2
Oy oy Oy oy

seklinde yazilir. Markov esitsizliginden de,
2 2 2 2
- Y - — Y -
P| max [X /ij || s 2 siZE max (X /ij | =
Oy oy A Oy oy

bulunur. Béylece,

P(IX -ty | veya |Y — 1y |> Aoy <A—\1-p? )/ 22

esitsizligi elde edilmis olur.
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