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5.2.5. Normal Dagilim

[statistikte ve bir ¢ok bilim alaninda kuskusuz en ¢ok kullanilan normal dagilimdir. Bunun
nedenlerinden biri, bir sonraki béliimde inceleyecegimiz merkezi limit teoremi ile ilgilidir. Merkezi
limit teoremine gore, ortalamada hemen hemen biitiin dagilimlar normal dagilima yakinsar.
Kitlelerin bilinmeyenleri hakkinda istatistiki sonu¢ ¢ikarim i¢in verilerin normallik varsayimi
olmazsa olmaz kosullardan biridir. Normallik 6zelliginin saglanmadigi durumlarda degisik
teknikler ile normallik varsayimi saglatilmaya calisilir. Normallik varsayimi saglandiktan sonra
analizlerin ve devaminda istatistiki sonu¢ ¢ikarimlarin yapilmasi gerekir. Normal dagilimin

uygulamada 6nemi hakkinda ne yazilirsa yazilsin yine de eksik kalan bir seyler mutlaka olacaktir.

X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu e R, ve o€ R™ igin,
f(X)=———= ¢ , XeR

seklinde ise X e beklenen degeri u, varyansi o2 olan normal dagilima sahiptir denir ve
X ~ N(u,0?) ile gosterilir.

X ~N(u,0?) ise Z=(X — )/ o rasgele degiskeni beklenen degeri O, varyansi 1 olan
standart normal dagilima sahiptir ve Z ~ N(0,1) seklinde ifade edilir. Standart normal dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonu da,

1 2
f(2)= e 2% zeR
J2 7
seklindedir. Standart normal dagilimin olasiliklar i¢in tablolar diizenlenmistir. Bu tablolar hemen
hemen biitiin istatistik kitaplarinda bulunmaktadir. Ornegin Z ~ N(0,1) i¢in P(0< Z <1) olasilig

normal dagilim tablosundan 0.3413 olarak bulunur. Bu olasilik Sekil (5.2.8) de gosterilen tarali
bolgenin alanidir.
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Sekil 5.2.8 Standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu



Standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu sifir noktasina gore simetriktir.

Dolaystile, P(-1<Z <0) ile P(0<Z <1) olasiliklar1 aynidir.

Bir h fonksiyonu tanimli oldugu her X i¢in h(—X)=h(X) 0zelligini sagliyorsa cgift,
h(—x) = —h(X) ise tektir. Iki ¢ift fonksiyonun garpimu gift, iki tek fonksiyonun ¢arpimi da gift olup,
tek bir fonksiyon ile ¢ift bir fonksiyonun ¢arpimi tektir. Buna gore,

h(Z) — e—Z2/2 — e—(—Z)2/2 — h(—Z)

2
oldugundan h(z)=e™* 12 fonksiyonu ¢ifttir. Ayrica, g(z)=z fonksiyonu ise g(-z)=-z

=—g(z) oldugundan tektir. Buradan a >0 olmak iizere herhangi bir f fonksiyonu i¢in

. 0 , T tek bir fonksiyon
f(2) dz={ @

_ja (2) dz 2[f(2)dz , f gift bir fonksiyon
0

2
esitligi yazilabilir. f(z)=ze™* /2 fonksiyonu tek oldugundan,

oY) 1 © 2
E(Z)= j 2 f(2)dz=—— j 767224z =0
—0o0 27[ —Qo0
dir. Dagilimin ikinci momenti ise,
i 1 T 2 % 2 T 2 2% 2 ~N2m
E@Z?%)= [ 2 f(@)dz=——= [ 22 Pdz=—= (%2677 Pz ==Y =1
_J;O 27 _'[o \/272"([ 2r 2

dir (Maple VIII). Buradan standart normal dagilimin varyansi da,
Var(Z) = E(Z%) - (E(2))* =1

olur. Z=(X-p)/o ise X =u+0Z oldugundan, X ~ N(z,0?) dagilimmin beklenen deger

ve varyansl,
E(X)=E(u+0Z)=u+0E(Z)=pu ve Var(X)=Var(u+oZ)= o2Var(Z) = o2
seklinde bulunur.

X ~ N(u, 0'2) ise olasiliklar standart normal dagilima doniistiiriilerek standart normal dagilim

tablosundan bulunur. Ornegin, X ~ N(u =100, o =100) ise =100 ve o =10 olup
Z =(X —100)/10~ N(0,1) dir. Buradan P (100 < X <110) olasihig;,



100-100 - X —100 - 110-100
10 10 10

seklinde standart normal dagilim tablosundan bulunur.

P(100<X<110)=P( ]=P(O<Z<1)=O.3413

Simdi, Z ~ N (0,1 olmak tizere olasilik yogunluk fonksiyonu z € R i¢in

—22/2
f(2) _—,_2 =

fonksiyonun olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gosterelim. f (z) fonksiyonu ¢ift olup,

o0 1 0 _2 2 o0 _2 2 e 0] _2
jf(z)dz—z—ﬁj Z’Zdzzﬂg eZ/Zdz:\/;g e 224z

o0
2 .
dir. Ayrica, J e 22q; integralinin dogrudan hesaplanmasi zordur. Integralin ¢ift katli integrale
0

doniistiiriilmesi integral hesabini kolaylagtirir.

2
1= __[Of(z)dz<:> j e 71247 = \/ZZ Lg ezzlzdzJ =7”
@(T ezzlzdzjﬁ EUZ/ZdquQT Te—(zz+u2)/2dzz_
0 0 2 0 0

e} o0 O
2,2
denkliklerinden, j f(z)dz =1 i¢in J J.e_(z )2 Gadu = 77[ oldugunu gostermek yeterlidir.
—0 0 0

r>0 ve 0<@<x/2 igin z=rcos(¢) ve u=rsin(@) kutupsal koordinat doniigimlerinden

dzdu =rdrdé olup yukaridaki ¢ift kath integral,

© © ) o 7xzl2
j _[e (2%40")2 g7 gy = _[ I e " 2rdrdo
00 r=0 6=0
2/ 7l2 . o e -
—rjore drgdeH—EJ' re dr:E

olarak hesaplamir. Yani, f(z) bir olasilik yogunluk fonksiyonudur.

2
Z ~N(0,1) dagilminin moment c¢ikaran fonksiyonu, My (t) = e'"/2 dir. Buradan da,
X~ N( ,u,az) dagilimmin moment ¢ikaran fonksiyonu X = u+oZ esitliginden,
2.2
Mx (1) =M 457 (1) = EEU 7)) =6 My (o) =1+ 12
olarak bulunur.

Ornek 5.2.2 a) Z ~N(0,1) ise Z nin biitiin momentlerinin

3



2"2r((n+1)/2)
E(Zn): \/; )

0 , ntek

n ¢ift

formiilii ile hesaplanabilir. Simdi bunu gosterelim. n € N igin

EZ") = [ 2"f(2)dz=—= | 2"e ¥ 2z = %?Zne_zzmdz - neit
__OO _\/27z B 70

— 0 . ntek

olup ¢ift n ler i¢in u =7%/2 déniisiimii ile z=4/2u ve du =zdz oldugundan E(Z"),

0 o0 o0
E(Zn): ; J'Zne—zzlzdz= /i J'Zn e—zzlzdz / 2 J‘Zn—l —22/2
n+1

2 7 . (D)2 Uy / FNGE) )2, (/2 - 2"2 % (2]‘1 —u
=, |— [ (2u) e [2 Ydu = fu eV du
T 0 0 \/; 0

_2"’1r((n+1)/2)

Jr

2
olarak elde edilir. n tek ise z"e %"/ fonksiyonu tek oldugundan E(Z")=0 dur.

b) X ~N(x =100, o2 =100) dagilimi i¢in baz1 olasiliklar asagida hesaplanmustir.

P(90 < X <110) = P(QO—lOO _ X100 _ 110—100]

10 10 10
— P(-1<Z <1)=2P(0< Z <1)=2(0.3413) = 0.6826

Bu olasilik Sekil (5.2.9a) da belirtilen tarali bolgenin alanidir. Ayrica,

10 10
=P(1<Z<2)=P(0<Z<2)-P(0<Z<1)=0.4772-0.3413=0.1359

P(110< X <120) = P(“O‘loo _X-100 _ 120—100j

olup, bu olasilik da yine Sekil (5.2.9b) de gosterilen tarali alana esittir. Diger taraftan,

80-100 _ X ~100 _95-100
10 10
=P(0.5<Z <2)=P(0<Z <2)-P(0<Z <0.5)=0.4772-0.1915 = 0.2857

P(80<X<95):P( j:P(—2<Z<—O.5)
dir. Bu olasilik da Sekil (5.2.9¢) de belirtilen bolgenin alanidir. Son olarak da,

P(] X -100|<20)=P(-20< X -100<20)=P(-2<Z <2)
=2P(0<Z <2)=2(0.4772) = 0.9544

olup, bu olasilik da Sekil (5.2.9d) de gdsterilmistir.
4
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0.9544

z
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Sekil 5.2.9 Normal dagilimda bazi olasiliklar (Ornek (5.2.2.b))

¢) Bir dersten sinava giren dgrencilerin notlari, beklenen degeri 70 varyansi 100 olan normal

dagilima sahip olsun. Smavdan 4 6grencinin 90 ve ilizerinde not aldig: bilindigine gore, sinava
giren Ogrenci sayisini yaklagik olarak bulmak isteyelim. Bunun i¢in P(X >90) olasiliginin
hesaplanmasi yeterlidir.

2 J®

4 3 2 -1 0 1 2 3 4
Sekil 5.2.9a Normal dagilimda olasilik hesabi (Ornek (5.2.2.c))
Bu olasilik,

X =70 S 90-70
10 10

P(X >90):P( j:P(Z>2):0.0228

olup 6grencilerin yaklagik olarak %2.5’i 90 ve {izerinde not almistir. Buna gore, sinava giren

ogrencilerin yaklagik %2.5°i 4 kisi ise sinava giren dgrencilerin tamami 400/(2.5) =160 dir®



X1, X5,..., Xy bagimsiz N(,ui,cfiz) dagilimh rasgele degiskenler ise =4 +...+ 14 Ve

o= i2 +...+o-|§ olmak iizere X =X, + X, +...+ X, ~ N(g, ) dir. Yani, bagimsiz normal

dagilima sahip rasgele degiskenlerin toplami da normal dagilima sahiptir.

Ornek 523 Z~N(0,1) olsun. Bazen, E®, (Z)=|" zf(z)dz gibi beklenen degerlere
(truncated expectation) ihtiya¢ duyulabilir. Simdi bunlardan bazilarin1 géstermeye ¢aligalim.

b
a) Once, EEOO(Z): f z f(z)dz integrali igin 7% /2=u ise zdz=du dur. Buradan bir defa

—00

kismi integrasyon sonucunda,

b b B b
E>, ()= [ 2f(z)dz=—2 22y, L 2t

elde edilir. Yani, E®, (Z)=—f (b) dir.

- L2 ()

= 27

b) Benzer sekilde,

® 2 - 275 |® 2
1 J‘ZE—Z /2dz :_1e—Z 12 :Le—b 12 — f(b)

Tor i N7 W v

dir. Yani, EX(Z)= f(b) dir. Genel olarak, E” (Z")=-b""f(b)+(n-1)E" (Z"?) esitligi

Ey (2)=

yazilabilir. Simdi bu esitligin dogru oldugunu gosterelim. EEOO (Z™) degeri,

b b b
1 _72 1 1 —z2
E2 (ZM)=[ 2" f(2)dz=—— [ z"e?/2dz= 2" e 2274,
(Z"7) _{O (2) o _L ,—27[{0

seklinde yazilabilir. Burada, u = z"* denirse du = (n—1)z"2 olur. Ayrica,

1 _,2 1 2
e i —dy v T2

V2r V27

oldugundan judv =uv— J-V du kismni integrasyon formiilii uygulanirsa,

b 2
EEOO(Zn) J' Z n-1 —Z /2
—00

" 22/2b b2 1 2212
__ e +(n-1) [ "2—e 72
N2 o e N2
=—b"f (b)+ (n-DE°,_(2"?)
bulunur. Sonug olarak, E®, (Z")=-b"1f(b)+(n—-1)E" (Z"?) seklinde aranan esitlik elde

edilir®



5.2.6. Log-Normal Dagilhim

Bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu zze R ve o e R" igin

1

——=(log(x) —u )?

f(x):;le 20° , XxeR*
2102 X

seklinde ise X log-normal dagihma sahiptir denir ve X ~logN(u,o°) ile gosterilir.

X ~logN(u,o?) ise Y =log(X) ~ N(x,0°) dir. Bu dagilim icin 6nemli uygulama alanlar:
vardir. Ornegin, iktisadi veriler analiz edilmeden 6nce verilerin logaritmalar1 alinir. Bunun
nedenlerinden biri iktisadi verilerin log-normal dagilima uygun oldugu varsaymmdir. Istatistiki
sonug ¢tkarim i¢in normallik varsayimi 6nemlidir. Normallik varsayiminin saglanmasi i¢in verilerin
logaritmalar1 alinir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi, £ =0 ve o =1 igin Sekil

(5.2.10) da verilmistir.

A x) A f(x
0.6 A 0.6 A=)
0.5 0.5
A
0.4 0.4 &3
0.3 0.3 %5,
0.2 0.2 2o
0.1 (01 .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Sekil 5.2.10 =0 ve o =1 i¢in log-normal dagilimin olasiltk yogunluk fonksiyonu

Simdi, X ~logN(0,1) olsun. P(0< X <1) olasihgmi hesaplamak isteyelim. Bu olasilik
Z ~ N(0,2) olmak iizere dogrudan

1 1
1 1 q 212 1
PO< X <1) = [ f(x)dx = —=— [=e~ (090N 24y |og(x) =u = = dx = du
( ) (f) (x) \/ng g(x) <
1 9 —u?/2
=—— [ e " %du=P(-0<Z<0)=05

N2rx
olarak hesaplanir. Benzer sekilde P(0< X < 2) olasiligi
2 1 21 _(oa(x)2/2 1
P(0<X <2) =] f(x)dx=—=[=e 100N 2gx  log(x) =u = =dx = du
0 vV 2 0 X X
~ 1 Iogj(Z)e
2

olarak bulunmustur. Bu olasilik da, Sekil (5.2.10) da belirtilen tarali alandir. Dagilimin beklenen

U124y = P(=o0 < Z < l0g(2)) = P(=o0 < Z < 0.3) = 0.6179

degeri ve varyansi,
2 2 2
E(X)=e #*9/2 ve var(X)=e?+o") _g2uto

7



dir.

5.3. iki Boyutlu Normal Dagilim
Bu kisimda, ¢ok degiskenli normal dagilimi kisaca tanidiktan sonra iki degiskenli normal
dagilimin bazi 6zellikleri ele almacaktir. p, Xe RX ve T da kxk boyutlu varyans-kovaryans

matrisi olsun. Buna gore | X | det(X)| olmak tizere, K -degiskenli normal dagilimin ortak olasilik

yvogunluk fonksiyonu,

f)= _ exp[—%(x—g)'rl(z—g)] e RE

k/2
(=)™ " | X}
seklindedir ve X ~ MNy ( u, ) ile gdsterilir.

X~MNy(u, %) ve A uygun boyutlu sabit bir matris olmak iizere, Y=A X de gok
degiskenli normal dagilima sahiptir. Yani, Y = A X ~ MNpip) (Ag, AZ A')dir. Burada,
E(Y)=E(A X)=AE(X)=Au ve Var(Y)=Var(AX)=AVar(X) A=AXA
dir. Buna gore, X ~ MN, ( M, ¥) ise A matrisinin 6zel se¢imi ile marjinallerin de normal oldugu
goriiliir.
Simdi, k =2 icin iki degiskenli normal dagilimi ele alalm. Iki boyutlu rasgele degiskenin
bilesenleri X ve Y olsun. uy,uyeR, 0y>0, oy >0 ve —1< p<1 olmak iizere, iki degiskenli

normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu X,y € R igin,

1 X—Hy 2+ Y—Hy 2_2 X—fy || Y=Hy
f(x,y)= 1 ez(l_pz) Tx Ty "o oy
2oy oy \/1—,02

seklindedir. Bu ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

2
{ﬂx] Ox POxOy
M= ve X =

2
Hy pPOxOy oy

olmak iizere, yukarida verilen ¢ok degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ile

aynidir. Bunu,

2
X 7 o POy O
)S:(Y J"MNZ [ x} X X2 y
Hy pPOxOy oYy



olarak ifade edebiliriz.
Iki degiskenli normal dagilimin bazi1 dzellikleri asagidaki teoremde dzetlenmistir.
Teorem 5.3.1 Bilesenleri X ve Y olan iki boyutlu X rasgele vektorii X ~ MN,(z,Z) olsun.

Buna gore,

a) Marjinaller normaldir. Yani, X ~ N(yx,af) veY ~ N(,uy,ayz) dir.

b) px y = p dir. Yani aralarindaki korelasyon p dur.

c) a,beR i¢in, aX +bY ~ N(az +byy ,8.20')% +b26)2, +2abpoyoy) dir.
d) Kosullu dagilimlar normaldir. Yani,
Hyx =ty +ploy o )(X=py)  pyy =px+ployloy)y—py),
0§/|XZO'§/(1—/02) ’ O'§<|y:‘7§<(1_,02)

olmak tizere,
YIX =%~ Ny 03) Ve XIY =y~ N(uyy,o5)

dir.

Ispat: Islemlerin basit yiiriitiilebilmesi i¢in z, = py =0 ve 0')% = 0')2/ =1 alalim. Buna gore,

iki boyutlu normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu X e R2 icin

1 —%?S' 2—1/2)5

olup x=(Xx,y)" ve

1 1 -
2:[ p}, det(2)=1-p% ve = 12{ p}
p 1 1-p°l-p 1

olmak tizere,

_ 1 1 -—-p|(X 1 X
X Tl x= (x,y){ M j= X=pYy,— pX+Yy ( j
ST 1 p? -p 1y 1—,02( )y
1

=——(x*+y*-2pxy)
1-p

dir.



o166

Sekil 5.3.1 p=0.4 icin iki degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

Yani, X ve Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
(C+y?-2pxy)

1
fxy)=—7—¢
2w\1-p

2002

seklinde yazilabilir. Simdi ispata gecelim.
a) X ~MN,(x, X) oldugundan uygun bir a vektorii i¢in &' X ~ N(a'x, a'~a) oldugunu

biliyoruz. a=(1,0)" igin a’X = X olup a'p = puy ve Q'ZQ:O')% dir. Buradan,
X
a'X =(1,0)(Y j= X~ N(Qllf’:/‘x' @’2@=03)

olup X normal dagilima sahiptir. Benzer sekilde a=(10)" igin Y nin dagilimmin da normal

oldugu goriiliir. Ayni sonug, ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun Y nin deger kiimesi {izerinden

integrali ile de elde edilir. X in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu X € R igin,

i (X)=ylf(x, y)dy—ﬁy_j_wexp m(xzwz—my) dy
! — = X’ I exp —1(y2—2pxy+p2x2—p2x2) y
2m/1 P2 21 p2 Yoo 2(1 p)
—x2 +px 7 -1 P g
Corfip? 2( y:I_OOeXp —2(1_p2)(y px)° |dy

X —
:27[ 1 p exp[ 5 J exp m(y_px)z dy
_ 1 exp(_XJ T =exp -1 (y—px)2 dy:LeXp(__xzj
27 y__ooﬂ/zmll P2 |24 2z T 2

dir. Bu da, standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur.

b) sy =py=0ve 0')% = 0')2/ =1 oldugundan, X ile Y arasindaki korelasyon,

10



Cov(X,Y) _E(XY)—E(X)E(Y)
Nar(X)var(y)  Nar(X)var(Y)
dir. Buna gore ¢l =(2m/1—p2) olmak tizere E(XY) degeri,

= E(XY)

PXY =

E(XY)=CJ. Ixyexp(—m

seklinde yazilabilir. t=x,5=XYy doniisiimleri altinda ters doniigimler x=t ve y=s/t olup

[x2+y2—2pxyﬂdxdy

Jacobien matrisi ile determinanti

OX

X Xlr1 oo .
1=| & B 5 1], det(d)=3
¥ x| =T T t
o os] bt
dir. |det(J)|=1/t olup bunu |det(J)|=1/\/t>2 seklinde yazalim. Bu doniigiim altinda E(XY)
nin degeri,
E(XY)=c OJ? T s exp(—%[t%(s/t)z—2psﬂ%dt ds
L 2(1-p?) Je

sekline doniisiir. Ayrica,

2
[24(s/1)% 25| =(S‘Tptj (- p)t?

oldugundan integralin degeri, yani X ile Y arasindaki korelasyon

E(XY)=c T T xyexp(—z(l%oz)[xz+y2—2pxy}]dxdy

—00 —00

=C_L.Lﬁexp[2(lp2)ﬁs :[0 ]Jr(lpz)tzﬂdsdt
Tt s t2 1 s— pt? ’
:C_‘L_'LFGXD - P D ; ds dt

= T Lexp(—ﬁJ T > exp(—(s_—pztzz]ds dt
N2 2 )| o\27(- pP)t? 2(1-p)t

11



-

o0 2
j Eexp(—%] [E(S)]dt , E(S)=pt?

w0 {2
pj L——Jdt , T~N(0,2

=p

olarak hesaplanmis olur.

a\ &

€) X~MNy(u,Z)ise @' X ~N(@'x, a’£a) oldugunu biliyoruz. a'=(a,b) icin,

@'gZ(a,b)(Z '

J: aiy + b,uy
y

ve
1 a
a'za=(a,b) P azo)% b’c 2+2abpax
T p 1]\b
oldugundan, a,beR i¢in,

b22

aX +hby ~ N(ayx+buy,a GX +2abpoyoy)

bulunur.

d) Marjinal dagilimlarin da normal oldugunu biliyoruz. Kosullu olasilik yogunluk

fonksiyonunun tanimindan, Y =y verildiginde X in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu
1 1 2,2
———eXp —7[x +y -2pX y}
2 2
iy 2o’ | 210"

v BRI
2z 2

1 1
: \/2;;(1-,;2) - _2(1—/)2)[)(2 +y2—2pxy—(1—p2)y2}

Fx vy (X1y) =

(o

P B S R -1 3 o
_ 2”(1_p2)exp 2(1_p2)[x +p2y? - 2pxy] ]

olarak bulunur. Bu fonksiyon da, beklenen degeri pY, varyans: 1— p2 olan normal dagilimin

exp| —

olasilik yogunluk fonksiyonudur. Yani,

E(X|Y=y)=py veVar(X]|Y = y):l—,o2
dir.

12



Bu sonug, uy =uy =0 ve (7)% =(7§ =1 olmas1 halinde elde edildi. X; = +o0,X ve

Y, = My + GyY doniisiimleri altinda kosullu beklenen deger ile kosullu varyans

Oy Ox
Hylx =Hy TP — (X=—py) Hyly =Hx +p (y_,uy)’
Oy oy
2 2 2 2 2 2
O'y|x:O'y(1_,0 ) , O'x|y:O'x(1_P )

olarak bulunur ¢

Ornek 5.3.1 ki degiskenli standart normal dagilimi1 g6z 6niine alalim. Yani, X ve Y nin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu, X,y € R i¢in

1 1,
f(Xy)=—F—=exp| - ———-(X"+y"-2pXxy)
2741 p? ( 2(1-p°) g ]

olarak verilmis olsun. Buna gore P ( X>0,Y> O) olasiligini hesaplayalim. Bunun igin,

1
N

déniisiimlerinden ters déniisiimler, X =U, Y =4/1— ,02 V +pU olup Jacobien matrisi ve

Uu=X,V=

determinanti,

e

j=| Y VI . det(3)=1-p?
N0 y1-p?
ou oV

dir. Ayrica, X2 + y2 —-2pXy= (1—,02)(u2 +V2) olup U ve V nin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

/1_ 2 1—,02 u2+v2) 1 2 1 2
fuu (u,v)=ﬁexp —( 2(1)—(,02) {\/Eexp(—u?jnﬁexr{—v?ﬂ

=fu R (V)

seklinde elde edilir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarinin

carpimi seklinde yazilabildiginden U ve V bagimsizdir. Diger taraftan,

{X >O,Y>0}={U >0,V >—pU/\/l—p2}

esitligi yardimi ile P(X >0,Y >0) olasiligi,
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0 o 2 .2
P({X>0,Y>0})=P|{U>0,v>—L Lo L[ [ expl -2V |ayau
’1_[02 27 —pu 2

0
1—p2
seklinde yazilabilir. 0<@ <7 /2 ve r>0 olmak iizere, u=rcos(d) ve v=rsin(¢d) kutupsal
koordinatlart i¢in dudv=rdrd@ dir. tan(f)=v/u oldugundan @ =arctan(v/u) yazilir.

Buradan integralin alt sinir1

pu p
arctan| - ——— |=arctan| - ——
[ uvl—sz [ 1—/?2}

olup aranan olasilik,

0 o 2.2
P({X>0,Y>0}):%I I exp(—%}dvdu

0 —pu
1—,02
7l2 o0 I’2 1 7l2
- [ [ ——exp| —— |rdr |do=— | do
0 27 2 27
O=arctan| ——~ O=arctan| ——2—
1—,02 1—,02

=2i %arctan[ sz :iziarctan{ sz:%Jrziarctan[ L 2]
T 1_p T ,1—,0 T 1_,0

olarak bulunur. Ayrica,

arctan| —2— =arcsin(p)
\/1—,02

trigonometrik esitliginden aranan olasilik

P({X >0,Y>0})=%+iarctan[ P J:1+iarcsin(p)

27 ’1_[02 2r

olarak hesaplanmis olur.
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