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6.3. Normal Dagilimdan Orneklem
Merkezi limit teoremine gore bazi kosullar altinda, kitle dagilimi ne olursa olsun n

orneklem hacmi yeterince biiyiikse, Orneklem ortalamasi dagilimda normal dagilima

yaklagmaktadir. Bu kisimda, X1, Xo..., X, N(g, 0'2) dagilimindan alinan X, X5..., X,

ornekleminin bazi 6zellikleri incelenecektir. Her bir i i¢in X; ~ N(,u,O'Z) olup olasilik

yogunluk fonksiyonu,

f(x)_GJ_exp( (x 1) j,XER

seklindedir.

Teorem 6.3.1 X4, X5,..., X, ler N(,u,O'Z) dagilimli bagimsiz rasgele degiskenler

olsun. Bu durumda,

_ 1n 2 1 n — 9
Xn:_zxi ve Sp = Z(Xi_xn)
Niz n-1i3
olmak tizere,
va 2 VAR 2 o 2 2 2
a) X, ~N(u,0%/n) b) X, ile S bagimsiz c) (n-1)S;/0° ~ g

dir.

Ispat: a) Bagimsiz normal dagilima sahip rasgele degiskenlerin toplaminin da normal

oldugunu biliyoruz. O halde, X, nin beklenen degeri ile varyansini hesaplamak yeterlidir.
E(X,)=u veVar(X,)= % /n oldugundan X, ~ N(,u,cr2 /n) dir.

b) Bu ifadenin degisik kaynaklarda degisik ispatlar1 vardir (Oztiirk ve digerleri (2006)
teoremin ispatini bes farkli yoldan vermistir). X ve Y iki rasgele degisken olmak {izere,
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarinin garpimi

olarak yazilabilirse, X ve Y bagimsizdir. Orneklem ortalamasinin tanimindan

Z(X ~Xp)=0= X1 =X, == % (Xj = X;)
i=1 i=2
yazilir. Ayrica,



esitliginden, SZ=h(X,—-X,, Xg—Xp, ..., Xy —X,,) seklinde yazilabilir. Yani, S?

sadece X, —X,,, X3—Xp, Xg—Xp, ..., Xp =X, lerin bir fonksiyonudur. Boylece, X,

ile Sﬁ nin bagimsiz oldugunu gostermek igin,

Xy ile (Xp =X, X3 =Xy, Xg=Xp, ..o Xp=Xp)
nin bagimsiz oldugunu gostermek yeterlidir. X4, X,,..., X,, rasgele degiskenlerinin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu u# =0 ve o? =1 igin,

1 10 5
f(X,Xp,..., X ):—exp(—— Xi }
1222 n (27z)n/2 2i§1|

seklindedir. Simdi,
lein y Y2=XZ—>zn,Y3=X3—)Zn,...,YnZXn—)Zn

déniisiimlerini tammlayalim. Boylece, X,, ile S,% nin bagimsiz oldugunu gostermek igin Y,

ile (Y,,Y5,...,Y,) rasgele degiskenlerinin bagimsiz oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Buradan
NY =X+ Xo 4+ 4+ X=X+ (Y +Y2)+ (Y1 +Y3)+..+ (Y1 +Y,)
=X1+(n=-DY;+ (Yo +Y3+..+Y,)
oldugundan ters doniisiimler
X1=Y1=(Yo+Yg+..4Yp), Xo=Y1+Y5, X3 =Y +Y3, Xg =Y +Y,,.... X, =Y +Y,

seklindedir. Bu doniisiimlere ait Jacobien matrisi ve determinanti

1 -1 -1 ... 4
1 1 0 ... 0
1 0 1 ... 0
J={. . . . . . . |,det(J)=n
10 0 . . . 1]

olup (Y1,Y5,Y3,....Y,) rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

c=n (272')_n/2 icin,



2
1 4 13
f (Y1 Y2, Yn) =CeEXP _E(yl_zyi] eXP£—EZ(Y1+Yi)2]
i—2

i=2

B IRV (' R (Y| S
{EQXP[—7 (22)" eXp P D+ i:2y|

i=2
= le(yl) sz,...,Yn (yl!"" yn)

seklindedir. Dolaysi ile, Yy ile (Y5,Y3,...,Y,)) rasgele degiskenleri bagimsizdir. Yani,

Xy ile (Xp—=Xy, Xg—Xp, Xg=Xp, ..., Xp=X,)

rasgele degiskenleri bagimsizdir. Buradan da,

Xy ile (Xp—Xn, Xp =X, Xg=Xp, Xg=Xp, ooy Xp=X)
rasgele degiskenlerinin bagimsizligi elde edilir. Dolayisi ile,
iy 7 \2 7 \2 7 \2 7 \2
Xn ile {(Xl_xn) 1(X2_Xn) ,(Xg—Xn) J ---v(Xn_Xn)}
rasgele degiskenleri bagimsiz olup,
v ¢ 7 \2 v > 1 7 \2
Xp il > (Xj—X,)° veya X, ile sn=—12(xi—xn)
n-1-
=1

i=1

rasgele degiskenlerinin bagimsiz oldugu elde edilmis olur.

¢) Teoremin bu kismmin da degisik sekilde ispatlanabilir. Ornegin, cok degiskenli
normal dagilimin 6zelliklerinden teoremin ispat1 yapilabilir. Ayrintili bilgi i¢in herhangi bir

lineer model kitabinda karesel formlarin dagilimma bakilabilir. Bunun i¢in tiimevarim
teknigini kullanalim. Islemlerin kolay yiiriitiilebilmesi igin, o? =1 alalim ve iddianin n =2

i¢in dogru oldugunu gosterelim. n=2 ise (n—1) s2,

2 2 2
X1+ X X1+ X 1 2 [ X=X
(n_l)sgzszzz(xl_lTZj J{xz_l_ZJ = (X = X5) :( 1 2)

olarak yazilabilir. Buradan da,

2 2

X1— X, (Xl—xzj 2 2 _ .2 (=-S5 _ >

21772 N@©Y) = | 222 < 2 5 (2-1)S82 ~ yh gy 02 2
7 0,9 7 xi =(2-1S5 ~ xio4) 2 X(2-1)



elde edilir. Yani, iddia n=2 igin dogrudur. Simdi, iddia n=k i¢in dogru olsun. Yani,
(k-1) SE %~ ;af_l olsun ve iddianin n=k +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Bunun
i¢in,

(n—l)sﬁ=(n—2>s§_1+(”7‘1j(xn—>?n)2

esitligi (Bkz. Problem (6.5.1)) n=Kk +1 igin
k o \2

kSZy = (k—-1)SZ +| — |(Xyuy — X

k= (k=S (k+1)< ki1~ X)

olarak yazilir. Varsayimdan (k —1)S|§ ~ ;a%_l olup X, ile X bagimsizdir. Ayrica,

- k+1 k = \2
Xp = Xy ~ N(O’Tj = (Tj(xkﬂ_xk) ~

dir. Teoremin (b) kismindan Xk ile SE bagimsiz olup
k 5 \2
k=1)SZ ile | — |(Xysq—X
(k-1)S [k+1j( k1= Xk)

rasgele degiskenleri de bagimsizdir. Bagimsiz ki-kare dagilimina sahip rasgele degiskenlerin

toplamu yine ki-kare dagilimina sahip oldugundan
kSgy = (k—1)S§ +(kL+1j(Xk+l_ Xy )2 ~ Xea+ =1k
elde edilir. Bdylece, her ne N n igin (N—1)S2 /02 ~ z2 4 dir0
Bu teoremin bir sonucu olarak, istatistikte ve diger alanlarda ¢ok kullanilan ve érneklem

dagilimlar olarak bilinen Z , Zr?—l- t ve F dagilimlarini inceleyelim. Aslinda, Zr%—lv t ve

F dagilimlarn da normal dagilimla iligkilidir. Hemen hemen biitiin istatistiki sonug
c¢ikarimlar bu dort dagilima dayanmaktadir. Bu dagilimlar kullanilarak, kitlenin parametreleri
hakkinda hipotez testleri yapilabilmekte, yine parametreler icin giiven araliklar
yazilabilmektedir. Bunlarin her birinde de verilerin normalligi 6n plana ¢ikmaktadir. Normal
olmayan veriler igin istatistiki sonu¢ ¢ikarimlar ancak MLT nin gegerli oldugu durumlarda

yapilabilir.



X1, Xo,..., X, bagimsiz N (,u,az) dagilimli rasgele degiskenlerin bir dizisi ise,
Z, = Jn (X, —u)! o~ N(0,1) oldugunu biliyoruz. Ancak o2 bilinmedigi zaman, o’
yerine tahmin edicisi Sr? kullanilir. Boylece, istatistiki sonug ¢ikarim igin

ty =\/ﬁ()zn _ﬂ)/sn
istatistiginin dagilimma ihtiya¢ duyulur. Teorem (6.3.1c) ye gore, (n—l)Sr? /o2~ ;(,%_1
oldugundan Var(Sr%) =204 /(n=1) olup n— oo iken Var(Sr%) — 0 dir. Dolayist ile,
Ornek (6.2.2) ye gére n— oo iken Sﬁ — P 52 dir. Buradan da, Slutsky Teoremine gore
n— oo iken, t, =~/n (X, — )/ S, —2—N(0,1) olur.

t — dagilimi:

X ile Y bagimsiz ve X ~N(0,1),Y ~ ;(g olsun. T = X /,/Y / p rasgele degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu (Boliim 3),

S
f () = teR

1)/2 '
r(gj(p”)ﬂz (1+42) p)(p+)

dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip T rasgele degiskeni serbestlik derecesi p olan

t—dagilimina  sahiptir denir ve T ~t, ile gdsterilir. Dagilimin oasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi Sekil (6.3.1) de verilmistir. Grafikten de gortldigi gibi, dagilimin
sekli normal dagilima benzer ve standart normal dagilimda oldugu gibi fonksiyon sifir
noktasina gore simetriktir. Dagilimin beklenen deger ve varyansi,

p>1icin E(T)=0 ve p>2 i¢inVar(T)=p/(p-2)
dir.

X1, X5,..., X, beklenen degeri u , varyansi o olan normal dagilimdan bir 6rneklem
olmak iizere, t,= Jn (X, — ) /1S, istatistiginin dagilimmi bulalim. Kolayca goriilecegi

gibi t, istatistigi,



seklinde yazilabilir. Buradan, X,, ile Sr% bagimsiz ve dagilimlari da
In(X,-w)lo~NO2IL) ve (n-1)S2/c?~ 2,

dir (Teorem (6.3.1)). Buradan, p=n—lomwkﬁmmtnzﬁﬂih—uy8n~%4 oldugu
goriiliir.

i) \f(Y)

o
4 3 2 -1 o0 I 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4
Sekil: 6.3.1 p =2 i¢in t— dagilimimn olasilik yogunluk fonksiyonu

Bu dagilimin bazi kullanim alanlarindan (giiven araliklari, hipotez testleri gibi) dokuz ve

onuncu bolimlerde bahsedilecektir.

F —dagilimi:
Uygulamada ¢ok kullanilan dagilimlardan biri de F dagilimidir. Bagimsiz X ve Y

rasgele degiskenleri X ~ ;(g veY ~ Zc? seklinde ki-kare dagilimina sahip olsunlar. Buradan,

tigiincii boliimde bahsedilen bilgiler kullanilarak F = rasgele degiskeninin olasilik

/q
yogunluk fonksiyonunun,
+
F(qu p/2 (p-2)/2
f(x):—Z[Bj : Gz ¥R
IR (e

5 1+5X
q

2 2



oldugu gosterilebilir. Olasilik yogunluk fonksiyonu bu sekilde olan F rasgele degiskenine
serbestlik dereceleri p ve q olan F dagilimina sahiptir denirve F ~ F(p,q) ile gosterilir.

Fonksiyonun grafigi sekil (6.3.2) de verilmistir.

S
0.6 0.
0.5 0.
0.4 0.
03 0.
0.2 0.
0.1 0.

0 1 2 3 4 5 0 1 2 32 4

Sekil 6.3.2 F dagilvmmmin p=4 ve =06 i¢cin olasilik yogunluk fonksiyonu

F~F(p,q) olsun. F dagiliminin beklenen degeri, ki-kare dagiliminin beklenen
degerinden bulunabilir. F ~ F(p,q) ise bagimsiz X ~ Z% veY ~ Zé rasgele degiskenleri

icin F =>Y(—/p dir. Buradan, X ve Y bagimsiz oldugundan, F nin beklenen degeri,

/q
E(F)=g| X/P :E.E_E(ﬂj:_ﬂ_
Y/q p Y q-2
dir(Bkz. Problem (5.5.7)).
X1, Xty Xy =~ N(,ux,a)%) ve Yi,Yo... Yy~ N(yy,a)z,) seklinde Dbirbirinden
bagimsiz iki farkli 6rneklem olsun. J)% / (7)2, seklinde varyanslarin oranini tahmin etmek i¢in

Sr% x ! Sr%\,Y orneklem varyanslarinin oranini gézoniine alalim. Buradan,

2
2 2 2 2
F_Sn,X/Sm,Y _Sn,X/O_x _ O')%
N 2 2 e2 2 2
Oy /0'y Sty /0'y (m-DSpy
72/(m—1)
Oy
nin dagilimi i¢in,
2
(n-DSp x (M-DSay
—Zn’ ~ Zr%—l ve —2m ~ Xm-1

Oy oy

oldugmu biliyoruz. Ayrica, Sr%,x ile Sr%ly bagimsiz oldugundan



2 2
_ Sn,X /Sm,Y

2

F
aflay

~F(n-1,m-1)

elde edilir. Buna gore 0')% = 03, oldugu varsayim altinda, F = Sr%,x / Sr%,Y ~F(h-1,m-1)
olup bu istatistigin degeri varyanslarin ayni oldugunu siamak i¢in kullanilir. Bu dagilimin da

bazi kullanim alanlarindan dokuz ve onuncu bolimlerde biraz bahsedilecektir.

Z,t, ;(2 ve F dagilimlar literatiirde 6rneklem dagilimlar olarak bilinir. Ayni normal

dagilimda oldugu gibi, bu dagilimlar i¢in de tablolar diizenlenmistir. Verilerin normallik
varsayimi bazen saglanmayabilir. Béyle durumlarda, bazen merkezi limit teoremi bazen de

doniisiimler ile normallik saglanir.

Ornek 6.3.1 a) X ~F(p,q) ise Y =1/X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonunu bulalim. X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

+
F(p qj p/2 (p-2)/2
2 (Ej X xeR"
2
r(pjr(qj q 0 (p+q)
2 2 q

1+—=x
olup Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu fy (y) = fy (x(y))|dx/dy| dir. Burada, x=1/y

fx (X) =

denirse dx/dy =-1/ y2 olup Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu,
r( P+4 n/2 (p-2)/2
1 2 P (1/y) +
fY(Y)=—2 — (pr)2 yeR
y r(pjr(q) q ( plj
2) (2 I+
qy

seklinde bulunur. Bu esitlik biraz diizenlendiginde,

e (2"

olmak tizere Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu,




-2)/2
1 (1/y)(p ) B y 2y1 p/2 y 2y1 p/2(qy)(p+q)/2
2

fy(y)=c =c =c
y (l+p1j(p+q)/2 {qer p](p+q) (qy + p)(P+a)/2
qy ay
-2)12 =2)I2
P T S AN (11 S Al
(ay+ p)(p+<1)/2 (p+a)/2
3]

seklinde yazilabilir. Ayrica ¢ degeri yerine konuldugunda,

F(FH-Q] p/2 ( q/2
U2 [P ez y-(pra)y2 _
q p
) B
2 2
olup Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
+
F(p qj q/2 (q-2)/2
fv(y)z—z(E] ! ye
/2
r(pjr(q) p ( q j(p+q)

\_/

1+—y
2 2 D
olarak elde edilir. Yani, X ~F(p,q) ise Y =1/ X ~ F(q, p) dir.
b) X ~tq ise Y = X2~ F(q) dir. X ~t; ise dagilimin olasihik yogunluk fonksiyonu,

fy (X) = I'((q+1)/2) 1 CeR

r(/2) ()2 @+x2/q)ad2”

dir. Y =X? denirse X =Y ve dX/dY =1/ (2\/Y_) olup Y nin olasihik yogunluk
fonksiyonunun fy (y)=2|1/ (2\/§)| fx (\N) seklinde oldugunu biliyoruz ( X in olasilik
yogunluk fonksiyonu simetrik oldugundan 2 ile ¢arpilir). I'(1/2) = Jr oldugundan Y nin

olasilik yogunluk fonksiyonu y € R™ icin,

1 T(a+)/2) 1 _ T((q+D)/2) y (212
Jy @/ (@)% (1+y10)? 1@/ @) (1+y1q) @

L T(a+D/2) (1) yen
F@/ATW2\a) (1+y/q) @72

fy (y) =




seklinde bulunur. Bu da serbestlik dereceleri 1 ve q olan F dagiliminin olasilik yogunluk
fonksiyonudur. Yani, X ~t, ise Y = X2~ F(,q) dir.

c) X ~F(p,q) ise Y :L/q ~ Beta(E,EJ oldugunu gosterelim. Y nin deger
1+(pX/q) 22

kiimesi Dy =(0,1) dir. Ters doniigiim ve tiirevi

X_EL ve d_X:g 1
pl-Y dy pl@-v)?

olup Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu Yy €(0,1) igin,

f :ﬂ[ 1 Jf (ELJ
v (Y) ol ) X pimy

15

-2)/2
” [qy)(p)
P pl-y
(p+q)/2
13]
qlpl-y

]( p-2)/2

_F(er(qj a-y? ( 1 j“’*q)’z
2 2 m

p+q p+(q

_r(pjr(qj(l—y)z -y P2 }(p}r(qj
2 2 2 2

seklinde yazilir. Bu da Beta(p/2, q/2) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonudur ®

y (P11 _ @)1

6.4. Sira istatistikleri
Istatistiki veriler incelenirken genellikle dagilim hakkinda herhangi bir bilgi yoktur. Veri

analizine baslamadan o6nce dagilim hakkinda gorsel bazi bilgilere bagvurulur. Bunlar
genellikle histogram, Box-Cox ¢iziti ve normal olasilik grafigi dir. Bu grafiklerin
olusturulmasinda verilerin siralanmig halinden yararlanilir. Ayrica, mode, medyan,

yiizdelikler, ¢eyreklikler gibi degerler hesaplanirken de verilerin siralanmisg hali kullanilir.

10



X1, X9,..., Xy, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;&) olan kitleden bir
orneklem olsun. Bu rasgele degiskenler aynmi (€2, U, P) olasilik uzay tizerinde tanimlidir. Her
weQ i¢in Xq(W) < X,(w) oluyorsa X; rasgele degiskeni X, rasgele degiskeninden

kiigiik ya da esittir denir ve X; < X, gosterimi kullanilir. Buna gore,

X =min{Xy, X5,..., Xy}, X(2) =ikinci en kiglk,..., Xy =max{Xy, Xp,..., X}
olmak iizere, rasgele degiskenlerin X(l) < X(Z) < X(3) <...< X(n) seklinde bir siralanmasindan
s0z edilebilir. Buradaki, X (i) lerin her biri 6rneklemin bir fonksiyonu olup birer tahmin edicidir.

Bu istatistiklere ~ sira  istatistikleri  denir. Bu istatistikler ~ icin  bazen

X1n £ Xoin £ Xgop £S5 Xpg:p g0sterimi de kullanilir.

X1, Xo,..., X, Orneklemi igin, X(l) < X(2) < X(3) <..< X(n) sira istatistikleri goz
Oniine alindiginda,
Orneklem genisligi : R =Xm—Xa

X((n+1)/2) , N tek Oldugunda

Orneklemmedyani (Ortanca): M =<1 _ }
E[X(n/z) + X((n/2)+1)] , N Qlft Oldugunda

Uzunluk ortasi (Midrange): V=X +Xm)/2
gibi bazi istatistikler de sira istatistikleri ile tanimlanir.

Ornek 6.4.1 Bir istatistik dersinden smava giren dgrencilerin aldig notlar asagidadir.

Gortldigi gibi dagilim hakkinda herhangi bir bilgi yoktur.

66 71 67 69 75 66 64 70 62 83
70 79 74 74 79 94 76 69 88 72
84 76 63 70 77 80 77 72 78 73
75 78 90 76 62 78 78 72 77 72
72 59 73 75 76 80 56 67 69 80

Orneklem ortalamast ile drneklem varyansinin degerleri

n n
%, =1y x%=7336 s =ilz(xi ~X%,)? = 61.79
Nz N=Llig

olarak hesaplanmistir. Ayrica, veriler kiigiikten biiylige siralandiginda,

X(l) =56 , X(5o) =94 , X(25) =74 , X(26) =74 , X(48) =88

degerleri gozlenmistir. Bunlarla birlikte, bu verilere ait baz1 6zet bilgiler de

11



m= 0.5[X(25) + X(26)] = 05(74+ 74) =74 |, r= X(SO) — X(l) =94-56=38

olarak elde edilmistir. Verilerin kiigiikten biiyilige siralanmis hali de asagidadir.

56 58 60 62 62 62 64 66 66 66
68 68 68 70 70 70 70 72 72 72
72 72 72 72 74 74 74 74 T6 76
76 76 76 76 7% 78 78 78 78 78
78 80 80 80 82 84 84 88 90 94
Tablo: Verilerin kiigiikten biiylige dogru siralanmig hali

Veriler kiiciikten biiyiige siralandiginda, %50 si medyan degerinden kiicilik ya da esittir.
%25’1 bir Q| sayisindan kii¢iik ya da esit kaliyorsa, Q, sayisina birinci ¢eyreklik, %751 bir
Qu saysindan kiigiik ya da esit kaliyorsa Q sayisina da iigiincii geyreklik denir. Ikinci
ceyreklik medyandir. Benzer sekilde, verilerin %95’i bir ¢(95%) sayisindan kiigiik ya da esit
kaliyorsa C€(95) sayis1 dagilimin %95 lik kritik degeridir. Bu kritik degerlerden bazilari,

c(99%) =94 , c(95%) =88 , c(90%) =83

c(10%) =62 |, c(5%) =60 |, c(1%) =56
olarak gbzlenmistir. Bu degerlere gore, verilerin %95°i 88 sayisindan kiigiik ya da esittir.
Benzer sekilde, %901 83 sayisindan kiigiik ya da esittir. Verilere ait diger yiizdelikler de
hesaplanabilir. Ornegin, verilerin %60°1 bir ¢(60%) degerinden kiiciik ya da esit oluyorsa
c(60%) sayis1 %60 lik kritik deger olarak alinir. Buradaki ¢(60%) sayis1 drneklem iginde
bir say1 olmak zorunda degildir.

Veriler belli kategorilere ayrilarak da grafikler olusturulur. Ornegin 90 ve iizerinde not
alan ogrenciler birinci grup, 80 ile 90 arasinda not alan 6grenciler ikinci grup olarak ele
alinarak bir gruplandirma yapilabilir. Her gruptaki gézlem sayisina o grubun sikligi (frekansi)
denir. Her bir araliktaki gozlem sayisi (frequency, siklik) fj, araliktaki gozlem sayisinin
toplam gozlem sayisina orani (relative frequency) f;/n dir. Buna gére n =50 olmak tizere

asagidaki tablo olusturulmustur.

Grup | Aralik f; f./n i f /n
k=1
1 Xx=90 2 2/50 2/50
2 80<x<90 7 7150 9/50
3 70<x<80 28 28/50 37/50
4 60<x<70 11 11/50 48/50
5 50<x <60 2 2/50 50/50

12



Bu tablo bagka bir sekilde asagidaki gibi 6zetlenebilir. Bu 6zet sekline verilerin Dal-
Yaprak Grafigi denir.

04 28/50
0002448

000022222224444666666888888

02224666888

68

11/50

7150

0o N 0 ©

2/50)
50 60 70 80 90

Sekil 6.4.1 Dal Yaprak Grafigi(solda) ve Histogram(sagda)

Bu oranlardan verilerin histogrami olusturulur. Histogramdan yararlanarak dagilimin

sekli hakkinda gorsel bilgiler elde edilir &

Sira istatistiklerinin olasilik fonksiyonlari asagidaki teoremde 6zetlenmistir. Teoremin
ispat1 burada verilmemistir. Ayrintili bilgi i¢in Casella ve Berger (2002) ye bakilabilir.
Teorem 6.4.1 Dagilim fonksiyonu F(X), olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu da
f (x) olankitleden bir 6rneklem Xq, X,,..., X, olsun. Bu drnekleme iliskin sira istatistikleri
X (1) y X(Z) . X (n) olmak ﬁZCI‘C,
a) X(j) rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu X € Dy icin
-1 n-— J
e =75 _1),( ;[ OIF (0 F]
b) X(iy ve Xj) rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu X <y igin

n!
0% D = iS00 )i

i -
*[F(y)-FOOD - F (1™
c) X X(2):---» X(n) rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da,

() f(IFE)™

n
NTT (%) o X <Xy <...<Xy
fX(l),X(z),...,X(n) (Xl’ X yeens Xn) =
0 , d.y.
dir (Casella ve Berger, 2002, sayfa 229-230) ¢
Ornek 6.4.2 Xq, X5,...,X,,, U(0,0) dagilimindan bir 6rneklem olsun. Yani X lerin

olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu sirasi ile
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o x<0
1/6 , O0<x<@
, F(x;0)=sx/6 , 0<x<8
0 , dy.

f(x;0) = {
1 X>60
olarak verilmis olsun.
a) X(n) stra istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu Teorem (6.4.1a) dan, 0<x<¥@

i¢in

o nl 15n—l _5 n—n_l -
fx(fﬂ(x’e)_(n—1)!(n—n)!9(ej (l 0) o

esitliginden

n
—x"1 . 0<x<#

Xy (0)=16"
0 , d.y.

olarak yazilir. X ) sira istatistiginin olasiik yogunluk fonksiyonu dagilim fonksiyonu

yardimi ile de bulunabilir. Fy (n)(X), X(n) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu

gostermek tizere, X <0 igin Fx(n) (x)=0 ve x>6 igin FX(n) (X)=1 olup 0< x< @ igin,

Fx(n) (X) = P(X(n) <X) =P(max{Xy,..., Xp}<X) = P(Xy < X, X £X,..., Xy £X)
=P(Xy <X)P(X5 <X)..P(X, <X)=[P(X; < X)]" =[x/0]" =6~ "Xx"
dir. Buradan Xy nin olasilik yogunluk fonksiyonu dagilim fonksiyonunun tiirevinden

(dagilim fonksiyonunun tiirevlenebildigi yerlerde),

Dyl 0<x<6
Fx i ) =16"
0 , d.y.
seklinde elde edilir. X,y nin ilk iki momenti ve varyanst,
0 g
N r.n n 2 N rn+l n .2
E(X =—|Xx dx=——-6, E(X =—|x Tdx=—-=6
( (n)) en.([ n+1 ( (n)) 9”'(‘; n+2
ve
Var (X ) = E(XZy) ~[EX ) =—1-0-
(n) (n) (n) (n+1)2(n+2)
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seklinde hesaplanmigtir. Buradan da, T =(n+1) nt X(ny rasgele degiskeninin beklenen

degeri ile varyansi da

n+1 n+1 6?
E(M)=E| — X |=6 Var(T)=Var| —= X |=
(M) ( - (n)j ve ar(T) ar( o (n)j n(n+2)

olur.

b) R= X(n) - X(l) orneklem genisligi istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonunu

bulalim. Once, X(l) ve X(n) nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu Teorem (6.4.1b) den

n(gn—l) (y=x)"2 | 0<x<y<@

X X V) =

seklindedir. R = Xy — X(q) nin olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in V = (X + X))/ 2
yardimer doniisiimiini tammlayalim. Ters donistimler Xy =V -R/2, Xy =V +R/2

seklinde olup Jacobien matrisi ve determinanti
1 -1/2
= ve det(J)=1
1 1/2
olarak bulunmustur. Burada, rasgele degiskenlerin sinirlarinin belirlenmesi gerekir. X Ve
X(n) rasgele degiskenlerinin her ikisinin deger kiimesi (0,0) ve X < X(ny oldugundan
0<r <@ oldugu agiktir. R nin st smir1 igin X(ny nin alacagi en biiyik degerden Xy

rasgele degiskeninin alacagi en kiiciik deger ¢ikartildiginda R nin st siniriin 6 oldugu
goriiliir. Diger taraftan, 0 <Xq) =V—r/2<Xp) =V+r/2 oldugundan, 0 <Xy =v-r/2
ise v>r/2 dir. Aynica, X =V+r/2<6 oldufundan v<&-r/2 olup R ve V nin

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu r/2<v<@-r/2 ve 0<r <@ igin

n(n—1) _n(n-1r"2
n N o"

seklinde olur. Yani, R ve V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

(V+r/2)—(v—r/2))"?

fry(r,v)=

n-2
nn=Dr " 0cr<o, ri2<v<-r/2
frv(r,v)= o"
0 , d.y.

dir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun deger kiimesi Sekil (6.4.2) de gosterilmistir.
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Sekil 6.4.2 Ornek (5.2.4b) Olasilik yogunluk fonksiyonunun deger kiimesi

Buna gore, R nin olasilik yogunluk fonksiyonu igin fg \ (r,V) ortak olasilik yogunluk

fonksiyonunun V nin deger kiimesi tizerinden integrali alinir. Bu integral,

0-r/2 0-r/2 n—-2
nin-1)r n(n-1) .
fRN= [ fry(rv)ydv=[ nn-br = 3 dv =D - ) (209 r)
v=r/2 v=r/2 0 0

olup R nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

n(n—1)

rM2@-r) , 0<r<@
fr(=1 6"

0 , d.y.
olarak bulunmustur. V nin olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in grafikten de goriildiigii gibi

integralin iki ayr1 sekilde hesaplanmasi gerekir. integral degerleri 0 <r < @/2 igin,

ny™t
n B n
r=0 0 0

0/2<r<6 igin,

2(0-v) n-2 n-1
() = J~ nin-1r dr — n(2(0-v))

n n
r=0 0 0

seklindedir. Buna gore V nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

n(2v)'"_1/¢9n , 0<v<@l2
fy (V) =1n (2(6-v))""16" , 6/2<v<@
0 , d.y.

olarak elde edilmistir. =1 i¢in R ~ Beta(n—1, 2) oldugu agiktir.
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€) X1, Xs5,..., X, beklenen degeri € olan iistel dagilimdan bir rneklem olsun. X(l) ve
X(ny sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu Teorem (6.4.1b) den (i=1ve
j=n) 0<x<y<oo igin,

n(n-1) _ _ ~ B
fx(l)’x(n) (X, y):%e (X+y)/6’[e X0 _q y/g]n 2

seklindedir. Simdi, R = X ) —X(q) 6rneklem uzunlugu istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonunu bulalim. Bunun i¢in V = X(l) yardimecl doniisiimii ile ters doniistimler
X =V ve Xy =R+V olup Jacobien matrisinin determinant1 1 dir. Buna gére, R ve

V istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu r,v >0 igin

n(n-1) _ _ _ n-2
fry(r,v)= fx(l),x(n)(x(r,v),y(r,v)):—( > )e (ov+r)/0 [e vIo _g (”V)/@}
_n(n-1) o-(2v4r)/0 [e“”e (1_e—r/9)}”_2
==
_ n(n-1) o~ (2v+1)/64-(n-2)v16 [(l— o110 )}”‘2

02

— n-2
_n(n-1 e—r/ﬁe—nvle[(l_e—rleﬂ
62

olarak yazilabilir. Bu fonksiyonun V nin deger kiimesi (R* ) iizerinden integrali

fro (1) = T frv (rvydv="0"0 e‘”e[(l—e‘”g)T_2 T e ™94y

v=0 02 v=0
_n(n-1) o 1o (1_e—r/9) n-2 _Qe—nv/e ” _(n-1) o110 [1_e—r/0}n_2
=—— =
0 n v=0

olup R nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

(n-1) e—r/0[1_ e—rla]n—z

, r>0
fr(r) =< 6

0 , duy.

seklinde bulunmustur ®

Sira istastitikleri ile rasgele degiskenlerin yiizdelikleri de tahmin edilir. X rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu —co<a <b <o araliginda siirekli olsun. X in dagilim
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fonksiyonu F(X) olmak tizere X in p. yiizdeligi (quantile) 0 < p <1 igin $p = F_l(p)
olarak verilir. Buna gore, X rasgele degiskeninin medyani, & 5 dir.

X1, X9,..., X, bir Orneklem, Y1,Y,,...,Y, de bu ornekleme karsiik gelen sira
istatistikleri olsun. k = p(n+1) diyelim. Burada, k sayis1i p(n+1) sayisinin tam kismini
gostermektedir. X in olasilik yogunluk fonksiyonu f(X) ise f(X) in y, ye kadar integrali

F(yy) dir. Buna gore, Z = F(Y,) denirse, Z nin beklenen degeri,

1

b
E[F(Y)]=[F(y) fx,, ()dy = X (1-2)"*dz

n!

3 n'k!(n—k)! _k
C(k-)'(n-K)(n+D)! n+1

olur (Hogg, Mckean ve Craig, 2005). Buradan, p=k/(n+1) oldugunda Y, sira istatistigi

& p Nin bir tahmin edicisi olarak alinabilir.
Herhangi bir istatistiksel analiz i¢in 5 istatistik (five number summary) degeri 6n plana
¢ikmaktadir. Bunlar

lemin{Xl,Xz,...,Xn}, Yn:maX{Xl,Xz,...,Xn}

birinci ¢eyreklik Qq = 50_25 =Y 0.25(n+1) ° tigtinci geyreklik Q3 = 50.75 =Y 0.75(n+1) V€

Y(n+1)/2 , N tek oldugunda

medyan (ortanca) M :5 =
05 %[YH/Z +Y(n/2)+1j| , N (;lft Oldugunda

dir.

Ornek 6.4.3 15 birimlik 6rneklem degerleri siralanmis olarak asagida verilmistir.

56 70 89 94 96 101 102 102 102 105 106 108 110 113 116
Bu verilere gore, N =15 olup 5 ozet istatistigin degeri
y1=56 ) Q1=y4 =94 , Q2 =M =Yg =102 , Q3=y12 =108, y15=116

olarak elde edilir®

Veri analizinde, aykirt degerlerin (outliers) belirlenmesi 6nemlidir. Bu aykirt degerlerin
belirlenmesinde de sira istatistiklerinden yararlanmilir. Bunun i¢in alt ve {ist ¢itler (lower fence,

upper fence) belirlenir. h=1.5(Q3 —Q4) olmak iizere, LF =Q; —h ve UF = Q3 +h seklinde
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alt ve iist ¢itler tammlanir. (LF,UF) araliginin disinda kalanlar aykiri degerlerdir. Ornek (6.4.3)
de h=1.5(Q3 - Q) =1.5(108 —94) = 21 olup alt ve st gitler

LF =Q;-h=94-21=73 ve UF =Q3+h=108+21=129
oldugundan (73,129) araliginin disinda kalan gozlemler aykir1 gézlemlerdir. Buradan, 56

ve 70 bu araligin disinda oldugundan, aykir1 gézlemlerdir.

X siirekli rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F((x—a)/b) seklinde olsun. Burada,
F dagilim fonksiyonu biliniyor olmasina ragmen, a ve b bilinmiyor olabilir. Z =(X —a)/b

ise Z nin dagilim fonksiyonu F(z) olur. 0< p <1 i¢in $x,p degeri X rasgele degiskeninin
p. yiizdeligini gostersin. &7 , de Z nin p. yiizdeligini gostersin. F(z) biliniyorsa & , de
biliniyor demektir. p=P(X <&y )=P(Z <({x p—a)/b) oldugundan, &y , = béz p+a
seklinde bir iliski elde edilir. Pratikte, &y , yiizdelikleri bilinmeyen parametrelerdir. Bu
parametrelerin  verilen  X;, X,,..., X, Orneklemine gore tahmin edilmesi gerekir.
X1, X9,..., X, Orneklemi i¢in X(1)1 X (2) X(n) sira istatistikleri olmak tzere
k=123,...,n icin p =k/(n+1) diyelim. Bdylece, X sira istatistigi $x,p, Min tahmin
edicisidir. $z.p = F_l(pk) olmak iizere, Xy lerin $z,p, lere karst grafikleri gizilir. Bu

grafikler de q—q ¢izitleridir. Bu grafik dogrusal ise, X rasgele degiskeninin dagiliminin
F((x—a)/b) yapisina uygun oldugu sdylenebilir. Uygulamada normallik ¢ok kullanildigindan

bu grafige bazen normal olasilik grafigi de denir.
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