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TAHMIN EDICILERDE ARANAN OZELLIiKLER

7.9. Tahmin Edicileri Bulma Yontemleri

Buraya kadar, tahmin edicilerin bazi 6zellikleri incelendi. Tahmin edicilerin bu 6zellikleri
yaninda bagka 6zellikler de aranabilir. Yani, tahmin edicilerin 6zellikleri bunlarla sinirh degildir.
Eger varsa, en iyi tahmin edicinin bulunmasi istenebilir. “En iyi tahmin edici” goreceli bir kavram
olup bunun iyi tanimlanmasi gerekir. Bundan onceki kisimlarda, tahmin edicicilerin nasil
bulunacagi hakkinda hi¢bir sey sdylenmedi. Yeterli tahmin edicilerin faktorizasyon teoremi yardimi
ile bulunabilecegini biliyoruz. Ayrica, yeterli tahmin ediciler tek olmayip baska yeterli tahmin
ediciler de vardir. Bu kisimda, tahmin edicilerin bulunma ydntemlerinden birkag tanesi
incelenecektir. Bunlar literatiirde ¢ok kullanilan yontemlerdir. Momentler yontemi, en ¢ok
olabilirlik yontemi, Bayes yontemi ve en kiiglik kareler yontemi bu kisimda incelenecek
yontemlerdir. En kiigiik kareler yontemi, iki degisken arasindaki ikiski ile ilgili olup ¢ok genis
uygulama alanina sahiptir. Bu kisimda, en kiigiik kareler yontemi iizerinde fazla durulmayacak,

ileride ayr1 bir boliim olarak ele alinacaktir.

7.9.1. Momentler Yontemi

Parametrelerin momentler tahmin edicilerinin bulunabilmesi i¢in kitle momentlerinin var
olmasi gerekir. Ornegin, Cauchy dagiliminin parametresi igin momentler tahmin edicisi bulunamaz.
Momentler tahmin edicileri, kitle momentleri hesaplanarak érneklem momentlerine esitlenmesi ile

bulunur.

X1, Xo,..., X,y olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (X;&) olan kitleden bir 6rneklem

olsun. 62(91,92,...,61()’ olmak tizere, kitle momentleri bu parametrelere baghidir. Yani,

$=1,2,3,...,k icin Ey(X®)=g,(8) kitle momentleri ve
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orneklem momentleri hesaplanir. éM = (él,M ,HAZ’M ,...,ék’M)' olmak tizere,

gs(él,M ’éZ,M ""’ék,M )= mS y S :1,2,3,...,k



esitliklerinden elde edilecek éS,M ¢coziimii €y parametresinin  momentler tahmin edicisidir.

Burada, parametre sayisi kadar kitle momenti ile 6rneklem momenti hesaplanir. Kitlenin bir tane

parametresi varsa, kitlenin beklenen degeri 6rneklem ortalamasina esitlenir.

Ornek 7.9.1.1a) N (,u,az) dagilimindan bir 6rneklem X, X,,..., X,, olsun. Kitlenin iki tane

parametresi olup dagilimin ilk iki momenti,
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E, 2(X)=0uo)=p ve E, (X)=g(uo®)=u’+o
dir. Buradan,
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m == X;=Xp ve my==3% X;
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seklindeki m; ve m, drneklem momentleri kullanilarak,
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esitliklerinden 1 ve o nin momentler tahmin edicileri sirast ile
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olarak bulunur. Momentler tahmin edicileri yanl1 olabilir. Ornegin,
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olup yanlilig BIaSO_2 (6m)=E(6p)—0° =—0c/n dir.

b) X;, X,,..., X, olasilik yogunluk fonksiyonu,

o x?1 , O0<x<1
f(x;e):{ ; iy

olan dagilimdan bir 6rneklem olsun. Bu kitlenin bir tane parametresi vardir. Dagilimin beklenen
degeri,
1 1 1 0
Ey(X) :J'x f (x;H)dx=Ix0x9_ldx :ejxgdx:—
9 9 9 0+1

olup Gy, / (B +1) = X, esitliginden & mn momentler tahmin edicisi Gy = X, / 1— X,) olarak

bulunur. Bu tahmin edicinin beklenen degerini ve varyansini hesaplamak kolay degildir (bu tahmin



edici aslinda karsit orana (odds ratio) karsilik gelmektedir). Bu degerlere ihtiya¢ duyuldugunda

asimptotik sonuglar kullanilabilir.

Eg(X)=u=61(0+1) ve Eg(X2)=0/(0+2)

olup kitle varyansi

Varg(X):a2 =

0 _( 0 ]2_ 0(6% +6+1)
0+2 \0+1) (9+1)%(0+2)
dir. Buradan, g(Xx) = x/(1—x) fonksiyonu i¢in

9(Xp) =9(u)+9' (1) (X, — 1)

seklinde birinci dereceden Taylor serisi agilimindan asimptotik dagilim

9(Xn)~ AN(g(u) . [g'(u)) * /)
seklinde yazilir. Burada, = 6/(0+1) i¢in, g(u(6)) =0 ve g'(u(6)) = (0+1)? dir. Dolayist ile,

210 2 _ 00 +0+1) ) 272 _ 0% +0+1)(0+1)°
o lo')] (0+1)2(9+2)[ +1)} (0+2)

oldugundan asimptotik dagilim n — oo iken
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olarak bulunur. Burada, E,(g(X,))=@ olup E,(g(X,))# @ dir.

c) Xq,X,,..., X, parametreleri n ve p olan Binom dagilimindan bir 6rneklem olsun.

X; ~ Binom(n, p) dagiliminin ilk iki momenti,

En p(X)=np ve En,p(Xz):Varn’p(X)+[En7p(X)T —np(l- p)+n?p?

olup iy, ve Py parametrelerin momentler tahmin edicilerini gostermek tizere,
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denklemlerinin ¢éziimiinden n ve p parametrelerinin momentler tahmin edicileri sirasi ile,
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7.9.2. En Cok Olabilirlik Yontemi

Olabilirlik ydnteminin temel prensibi “Orneklem degerlerine bakarak, drneklem degerlerini elde
etme olasiliklarinin (veya olasilik yogunluklarimin) en yiliksek oldugu degerlere karsilik gelen

orneklem degerinin bilinmeyen parametre i¢in bir tahmin olarak se¢imidir.”

En ¢ok olabilirlik yontemi, tahmin edicileri bulmak i¢in kullanilan bir yontemdir. En ¢ok
olabilirlik tahmin edicileri asagida tanimi verilen olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan

degerlerdir.

Tanim 7.9.2.1 (Olabilirlik fonksiyonu) Xi, X,,..., X, olasilik veya olasilik yogunluk

fonksiyonu f(X;@) olan kitleden bir 6rneklem olsun. @ nin olabilirlik fonksiyonu (likelihood

function) X =(X;, X,,..., Xn)' olmak iizere,

LOIX =) = 1(x:0) =T 1 (:0)
i=1

dir®
Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan deger (6rneklemin bir fonksiyonu) @ nin en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisidir. Yani, & nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
6, (X) =maxL(0| X
(X) =max L(6] X)
dir. Olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonu yerine genellikle fonksiyonun logaritmasi (log-

likelihood, ((€)=1log(L(@|X =X))) maksimize edilir. & nmn en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

olabilirlik fonksiyonunu veya log-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan degerdir. Yani,

0. (X)=max((8)=maxL(8|X
n(~) 0 () Oc@ ( |~)

dir. Ancak, bazi durumlarda log-olabilirlik fonksiyonu tanimli olmayabilir. Olabilirlik fonksiyonu
parametrenin bir fonksiyonu olup, fonksiyonun maksimumu bulunmayabilir. Asagidaki drnekte,

baz1 dagilimlarin parametrelerine iliskin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilmistir.

Ornek 7.9.2.1 a) N(,u,O'Z) dagilimmdan bir 6rneklem Xj, X,,..., X,, olsun. Bu durumda

olabilirlik fonksiyonu,

n n 2
L, 0% 1X =) = (] 1,02 =TT 10 | t.02) =TT —— exp{_MJ
u,c u,o .11 u,o EW

20°
1 n/Z( 1 JH/Z ( 1 n 2]
-l = =] el Xe-w
(Zﬂ) o’ 26213 #

seklindedir. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi (log-olabilirlik fonksiyonunu) da



g(ﬂ,az):_gm(zﬂ)_gm(az)_?zl(x 1)’

dir. Fonksiyonun birinci tiirevlerini sifir yapan nokta veya noktalarda fonksiyon maksimum ya da
minimuma sahiptir. Bu nokta veya noktalarin maksimum oldugunu gérmek i¢in de ikinci tlirevlere

bakilir. Buna gore birinci tlirevler;

2 n 2 n
aﬁ(ﬂ,O' ):izz(xi_lu)z , a[)(a/ulza ):_12+i42(xi_lu)2

ou o’ ia o o° o ia

olup tiirevlerin sifira esitlenmesi ile ¢éziimler

=]

X067 =0, T X0y =)’ =0

i=1 O =l
_ 18 _
esitliklerinden 2, =X, ve &7==) (X;—-X)* seklinde bulunmustur. Yani, olabilirlik
n+<

fonksiyonu bu noktalarda maksimum ya da minimum degerini alir. Bu noktalardaki ikinci tiirevler,

0%0(u, %) n
—2 :——2 < O
OH yzﬂn,azz&rz, ° ﬂ:/}nlo'zzé'r%
ve
2 2
o0 Ul(u,0%) n
— g =A% y > (- <0
(o) ,uzfzn,azz&r% o o =l #:ﬂnvazz&g

seklinde oldugundan u ve o parametrelerinin en gok olabilirlik tahmin edicileri,

dir.
b) Simdi, X;, X,,..., X, Ornek (7.9.1.1b) de verilen kitleden bir érneklem olsun. X lerin
olasilik yogunluk fonksiyonu 0 < X <1 i¢in f(x;6)=86 x01 olup @ nin olabilirlik fonksiyonu,

n 7
L(O1X =x)=T1f(x;;0)= Hexl - Hn(HXI} 1—[l
i=1

=1 i=1 X

ve log-olabilirlik fonksiyonu da,

0(0)=In(L(6]% :g)):nln(0)+0iln(x) > In(x)

i=1 i=1

seklindedir. Birinci tiirevin sifira esitlenmesi ile



n n
7 __ In(x:)=0
oo 0+i:zln(x,)

esitliginden ¢6ziim

ho——

oldugu goriiliir. Buradan € nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi,

é:— n

iln(xi)

i=1

dir. Bu tahmin ediciyi, Y; =—In(X;) olmak iizere 8, =1/Y, seklinde yazabiliriz. Simdi §, nmn
baz1 dzelliklerini inceleyelim. Once, Y =—In(X) denirse Y nin deger kiimesi D, =R™ olup
olasilik yogunluk fonksiyonunun,
6e*0 | x>0
fF(v:0)=
0 , d.y.
oldugu gosterilebilir. Buna gore Y ~ Ustel(1/ &) olup,

n n
W =->In(X;)=>Y; ~Gamma(n,1/8)
i=1 i=L

dir. Ayrica W nun olasilik yogunluk fonksiyonu,

enwn—le—we
— , w>0
fw (W:0)=1  T(n)
0 , d.y.
olup én nin beklenen degeri,
© 1 ann—le—WH ~ no" ©

E (6,)=Eo(n/W)=n[=Z—— dw= w"2e WOqw
o¥n/ =m0 cw T(n) r(n)g
no"T(n-1) n

r(n) g™ n-1




olarak bulunmustur. Bu tahmin edici yansiz degildir. Ancak, lim Eg (én) =@ oldugundan en gok
_)

olabilirlik tahmin edicisi asimptotik yansizdir. Benzer sekilde, én nin ikinci momenti,

R oo 1 0" n-1,-wé n2 Neo n2 2
E,(62) = Ey(n? /W) =n j—z OW e " gw=""0 fwn2g o= MO
oW r'(n) rn ; (n-1)(n-2)
olarak hesaplanmistir. Buradan, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin varyansi da
A 5 ~ \1? n26? n o\ n26?
Vary(9) = Eg(63) - Eo (60) ] = —[ j -—
(n-9Y(n-2) (n-1) (n-1)°(n-2)

olur. Buna gore, n— oo iken Ey (én) — 0 ve Vary (én) — 0 oldugundan én en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisi tutarhidir.

c) Xq,X5,..., X,; beklenen degeri 6 olan Ustel dagilimdan bir drneklem olsun. @ nin
olabilirlik fonksiyonu,

n n 1 —x /0 1 1 n
L@IX =0 =TT1(:0) =TT ~e ™ :—exp(——Zx-j
i=1 ! i:lg Hn (9,21 !
ve log-olabilirlik fonksiyonu da,

1N
£(6) =In(L(81X = X)) = -nIn(6) -= 3. x
i=1
seklindedir. log-olabilirlik fonksiyonunun birinci tiirevinin sifira esitlenmesi ile

n
m:_ﬂ_}_iz“xi =0
00 0 62

elde edilir. Buradan da ¢éziim 6, = X, olur. Ayrica,

20|  n 2nX?  n
00 |, 5 X

0=0

oldugundan @ nimn en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi &, = X,, dir.

d) Bernoulli dagiliminin parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulalim. Olabilirlik
fonksiyonu,

n ZXI n—-> %
L(pIX =x)= Hf(X., p)= [P @-pftX=p @-p) i

i= i=1
den log-olabilirlik fonksiyonu,



{(p)=In(L(plIX =>~<))=ln(p)_2n‘,xi +In(l- p)(n—ixij

olarak yazilir. Buradan, birinci tiirevin sifira esitlenmesi ile

esitliginden ¢oziim P, = X , Olarak elde edilir. p= )Zn noktasinda ikinci tiirev negatif olup p nin
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi P, = in dir®

Bazen parametrelerin yerine, parametrelerin fonksiyonunun en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin
degerine ihtiyag duyulur. Ornegin, Poisson dagilminda A yerine P;(X =0)= et seklinde
P,(X =0) olasihgmnin en ¢ok olabilirlik tahmini bulunmak istenebilir. Dagilimin esas

parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi bulunduktan sonra parametrenin fonksiyonunun en
¢ok olabilirlik tahmin edicisi bulunabilir (Hogg, McKean ve Craig (2005), sayfa 316). Asagidaki
teorem bunu ifade etmektedir. Fonksiyon {izerinde herhangi bir kisitlama s6z konusu olmayip,

fonksiyonun bire bir olmasi halinde teoremin ispati agiktir.

Teorem 7.9.2.1 6 nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi én ise z'(én) de 7(¢) nin en gok
olabilirlik tahmin edicisidir ¢

Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin, olabilirlik fonksiyonunun tiirevlenebilir
olmasi halinde nasil bulunacagii yukarida gordiik. Olabilirlik  fonksiyonu bazen

tiirevlenemeyebilir.

Ornek 7.9.2.2 ) Xy, Xo,..., X,, beklenen degeri x , varyansi o2 olan normal dagilimdan bir
6rneklem ise, 4 niin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi X n olup ,u2 nin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisi X, dir (Teorem (7.9.2.1)).

b) X;,X,,..., X, olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x;H)zée_“‘_e| , XxeR

olan kitleden bir 6rneklem olsun. Bu dagilim Laplace dagilimi veya ¢ift iistel (double exponential)

dagilim olarak da bilinir. Buna gore log-olabilirlik fonksiyonu,

ﬁ(e):—nln(z)—i|xi - 6|
i=1



olup fonksiyonun birinci tiirevi

o) Q& o
W—ESQH(N 0)

dir.

Burada, sgn(x) isaret fonksiyonu olup degeri X in durumuna gore, —1, 0 veya 1 olabilir.
Ayrica, X =0 igin 0(| x|)/0x=sgn(x) dir. Birinci tiirevin sifira esitlenmesi ile, & nin en gok
olabilirlik tahmin edicisi én = Medyan{Xy, X»,..., X,}=Q> olur (medyan verileri tam ortadan
ikiye ayirir).

c) Xy, Xy,..., X,, parametresi @ olan diizgiin dagilimdan bir 6rneklem olsun. Yani, X lerin

olasilik yogunluk fonksiyonu,

1/6 , 0<x<@
f(X;Q):{ 0 d.y.

olup @ nin olabilirlik fonksiyonu, L(@|X =x)=60""1 £0<x (n)ge}(l() seklinde yazilabilir.

Burada, olabilirlik fonksiyonu & ya gére tiirevlenemez. Fonksiyon, 6 2 X,y i¢in € mn azalan

bir fonksiyonudur (diger yerlerde sifirdir). Bdylece, € nin en kiigiik degerinde olabilirlik

fonksiyonu maksimum degere ulasir. Dolayist ile, & nin en g¢ok olabilirlik tahmin edicisi,

én =X (n) dir®
Tahmin edici, 6rneklem icindeki bilgiyi 6zetleyen bir rasgele degiskendir. Bu ozet bilgi ile,
kitle parametreleri hakkinda bazi istatistiki sonug¢ ¢ikarimlar yapilir. En ¢ok olabilirlik yontemine

gore, bu veri indirgemedeki temel prensip, gézlenen herhangi iki deger igin (bunlar X ve y olsun)

olabilirlik fonksiyonlar1 L(€|X) ve L(€|y) olmak iizere,

L0/ LO]Y) =c(x, y)

ozelligine sahip ise X veya Y iizerinden yapilacak sonug ¢ikarimlar aynidir.

7.9.3. Bayes Tahmin Edicileri
Kitle parametreleri genellikle rasgele olmayan sabitlerdir. Bayes yonteminde, kitle

parametreleri de rasgele degisken olarak goz Oniine alinir. Bu parametreler, alabilecegi degerlere
iliskin inancin giiclinii yansitan onsel dagilimlara uyan rasgele degiskenlerdir. Bayes yonteminde,

@ mn bir dagilimma (Jnsel dagilim ya da prior distribution) ihtiyag duyulur. Onsel sezgilerin



orneklemden c¢ikarilan bilgi ile karsilagtirilmasi yapilir. € nin 6nsel dagilimin yaninda, 6rneklem
bilgisini de yansitan bir sonsal dagilim kullanilir.

X1, Xp,..., X, Orneklemi verildiginde once onsel dagilim belirlenir. Daha sonra verilen
orneklemden sonsal dagilim bulunur. Sonsal dagilimin beklenen degeri € parametresinin Bayes
tahmin edicisidir. Bayes tahmin edicilerini bulmak i¢in asagidaki yol izlenir.

Once 6nsel dagilim belirlenir (bu 7(@) olsun). @ verildiginde, 6rneklemin olasilik veya
olasilik yogunluk fonksiyonu yazilir. Bu olasilik fonksiyonu f(x|&) olsun. X lerile € nin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu da f(X;6)= f(x|60) 7(0) esitliginden elde edilir. X ler
verildiginde @ min kosullu dagilimi (posterior veya sonsal dagilim, 7(6|X = X)) bulunarak,

nin Bayes tahmin edicisi bu sonsal dagilimin beklenen degeridir. Yani, & nin Bayes tahmin edicisi
0 =E(0|X1, X2,.., X))

dir.
Ornek 7.9.3.1 @) p verildiginde X;, X,,..., X, Bernoulli dagilimindan bir érneklem olsun.

p de parametreleri « ve S olan Beta dagilimma sahip bir rasgele degisken olsun.
n

p ~ Beta(a, ), p verildiginde X ~Bern(p) ve Y => X; ~Binom(n, p) dir. Burada, Y
i=1

yeterli oldugundan, parametre hakkinda érneklem igindeki tiim bilgi Y tarafindan zetlenir. Onsel

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu 0 < p <1 igin
I'la+ — .
w(p)= L UtP) patg it
L(@)r(8)

olup Y ile p nin ortak olasilik fonksiyonu,

n n— r(“"‘ﬂ) a-1 -1
fyip)=f(yIp)z(p)=||  |[pY@-p)" Y || —rm p* (- p)”
(y;p)=f(ylp)z(p) Hyjp 1-p) }{F(Q)F(ﬂ)p 1-p)

n)y I
:[ )M pY1a-pYAL y=012,..nve0d<p<l
y)T(a)T(B)

dir. Y nin marjinal olasilik fonksiyonu y=0,1,2,3,...,n i¢in

1

N D(a+8) gy n—y+4-1
fy (y) = f(y;p)dpz( j— p?*Y - p)" Y dp
! p£0 y r<a>r<ﬂ>£

:(nj I'(a+pB) T(a+y)L(n-y+p)
y)T(a)T(B) I'(a+f+n)

10



seklinde olup sonsal (posterior) dagilim (sadelestirmelerden sonra) 0 < p <1 igin

f(y; p): F(a+ﬂ+n) a+y-Le_ pyn-y+p-1
fy (y) F(a+y)F(n—y+,B)p d=p

olarak bulunmustur (Casella ve Berger, 2002, sayfa 324). Yani, sonsal dagilim da parametreleri

z(ply)=

y+n ve n—Yy+ [ olan Betadir. Buradan p nin Bayes tahmin edicisi (sonsal dagilimin beklenen

degeri)
n
y+a -in a
b =E(p|X)= —_—
P (p|~) n+a+pf n+a+f n+a+p
n _ —
_ a+f a+p N n 1 X, = a+p e+ n X = cu+cyX,
Nn+a+pfn+a+f n+a+pnig n+a+pf° n+a+pf

seklinde elde edilmistir. Burada, u ©nsel dagilimin beklenen degeridir. Onsel dagilim
parametreleri o ve S olan Beta dagilimi segildiginde sonsal dagilim da farkli parametreler ile yine
Beta dagilimi olarak bulundu. Onsel dagilim ile sonsal dagilim farkli olabilir. Ancak, 6rnekte de

goriildiigl gibi, Bayes tahmin edicisi 6nsel dagilimin beklenen degeri ile 6rneklem ortalamasinin

lineer birlesimidir. Bu genellikle dogrudur.

Bayes yonteminde onsel dagilimin se¢imi dnemlidir. Bu se¢im i¢in bazi olasilik kurallar
dikkate alinmalidir. Ornegin bu 6rnekte, énsel dagilim olarak baska bir dagilim da ele alinabilirdi.
Ancak, aranan Bayes tahmin edicisi Binom dagiliminin basar1 olasiligidir. Dolayist ile, oncel

dagilim olarak tanim kiimesi (0,1) aralig1 olan bir dagilim se¢ilmelidir.
b) @ beklenen degeri u oOlan iistel dagilima sahip bir rasgele degisken (6nsel dagilim iistel) ve

0 verildiginde Xq, X,,..., X, de beklenen degeri € olan Poisson dagilimindan bir 6rneklem

olsun. @ nin Bayes tahmin edicisini bulalim. Kosullu dagilim Poisson oldugundan ortak olasilik
fonksiyonu,

n

2 Xin

n
P(X =x10)=TTP(X; =x|0)=e " 6% []1/!

n

seklinde olup faktorizasyon teoreminden T =) X, € i¢in yeterlidir. Ayrica, 6 verildiginde, T
i=1

nin kosullu dagilimi beklenen degeri né olan Poissondur. Buradan T ve € nin ortak olasilik

fonksiyonu,
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n n
fr ot,0)=fr (t16) 2(6) =L e 0r g0 O TT1/ %, !zle*”*”ﬂ)@etnl/xi!
H i=1 H i=1

olup T nin marjinal olasilik fonksiyonuda t=0,1,2,3,... igin

n 0 n t+1
fr (t):lnllxi{ ] e-(”+1’ﬂ)99tde}{lnl/xi !} pTI+Y
Hi= 6=0 Hi= (n,u +l)

seklindedir. Sonsal dagilim da kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunun tanimindan € > 0 igin
t+1

f(t,60) _ (nu+D)™ ple— (/)0

fr@)  4ir(t+2)

olarak bulunmustur. Dolayisi ile, T =t verildiginde @ nin beklenen degeri

2(0]T =t) =

E(@|T =1) :_( tﬁ ) t+1 t+2
wT(t+1) )2, u T+ (nu+l) nu+1

T o (n+)0q,_ (Mt D™ fH2r(e2)  put+D)

dir. Kosullu beklenen degerde, t yerine T yazildiginda, € nin Bayes tahmin edicisi

A +1 1 n < =
g, -y =0+ _ [+ X =cu+c,X,
nu+l  nu+l nu+1

seklinde diizenlenebilir. Yine, Bayes tahmin edicisi 6nsel dagilimin beklenen degeri ile 6rneklem

ortalamasinin lineer birlesimidir.

c) 6 verildiginde Xq, X,,..., X,, beklenen degeri €, varyansi o? olan normal dagilimdan bir

orneklem olsun. 6 da beklenen degeri u, varyansi 72 olan normal dagilima sahip bir rasgele
g Y g p g

degisken olsun (6nsel dagilim da normal). Buna gére, 8 nin Bayes tahmin edicisini bulalim (x,

o? ve 7? biliniyor). Faktdrizasyon teoreminden, Xn orneklem ortalamasi € i¢in yeterlidir. €

verildiginde X, nin kosullu dagilimi da normaldir (X, ~ N (6, ol n)). Buradan, X,, ve 6 nin

ortak olasilik yogunluk fonksiyon, X € R ve 8 € R i¢in,

_ _ Jn ( n o 2) 1 ( 1 zj
f(X;0)=1(X|0)7(0)= exp| ———=(X—-6 exp| — (CEN)
(5:0)= 1 (x10)7(0)= o] = "5 (50" | o] -7
Jn 1 ( n _ 2 1 5
= exp| ——(X-0)" ——(0- ) j
27162 271 o 2
Jn 1 ( 1 2 1 _ 2}
= expl ———=(0-0(X))" — (X—p)
215’ \ 27t 252 ( ) 2152 /n #

seklinde yazilabilir. Burada,

12



72¥+(02/n),u ) 252 /n
o(x)= > ve k°=———>—
“+0°/n “+0°/n

dir. X , hin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu da,

Jnooo1
@@_Il 27?07)

olmak tizere,

fg (X)= | f(z;a)w:cexp(—%(f—u)zj ] exp(—i(é’—ﬂx))zjd@

2162 /n

2
=C€Xp(—%(7—ﬂ)2J\)2m€2 ZEXp(—Z;Zn(Y—IU)Zj \/ﬁ 2

“+0°/n °+0°/ \/27[0'2 \/27[2'2

olarak elde edilmistir. Bu ifade biraz daha diizenlendiginde, X, nin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu X € R igin

_ n \) _ n
fx (x)=exp[ gy U u)} o —exp[ > (x—y)ZJ h_x
" 2402 27762 27rr2 % +a?in 2762 T
0' /n
1 - \/_ 2 452 In _ 1 1 - 2
=exp| —————(X - u) ] —_— =—eXp| 55— (X-p)

seklinde yazilabilir. Yani, X, nin marjinal dagihmi, X, ~N(x, (r2+02/ n)) dir. Ayrica

n
X n = X olarak verildiginde € nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu (sonsal dagilim) € € R

i¢in,

1 2 1 _ )
f(Y;H) @\/ﬁem( 2K2(9—5(X)) _rz+02/n(x_’u)j
m 2+o?/n

7(0|X)=

\/ﬁ\/Zﬂ(r2+02/n) 1 )
= exp(——z(e—é(x)) j
N276%\27r? 2K

(n72+02)

— _ 1 _ 2 1 1
= N exp( ZKZ(H 5(x))j Wexp( 22 ~(0- 5(x)))
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olarak bulunmustur. Yani, sonsal dagilim da normaldir (8| X, =X ~ N(5(x), K'2) ). Dolayist ile 6

nin Bayes tahmin edicisi (sonsal dagilimin beklenen degeri),

_72Xn+(o—2/n)y_ a2 In 72

2 2 =

0z =5(X Y7,
8 ( n) 2162 /n 2162 /n 2462 /n

)zn :CL!H‘CZ)?n

seklinde bulunmustur ®

Bayes tahmin edicileri genel olarak yanlidir. Onsel dagilimin segimine gére degisir. Yansizlik
tahmin edicilerde aranan onemli 6zelliklerden biri olmasina ragmen, bazen yanli tahmin ediciler
tercih edilebilir. Ornegin, en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri bazen yanli (asimptotik yansiz) olup

daha kiiciik varyansl oldugundan tercih edilebilir.
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