HAFTA 6

TAHMIN EDiCILERDE ARANAN OZELLIKLER

Bir kitleyi karekterize eden o kitlenin parametreleridir. Kitle hakkinda herhangi bir istatistiki
sonu¢ ¢ikarim aslinda kitle parametreleri hakkinda bir sonug¢ ¢ikarimdir. Bir rasgele degiskenin
dagilim fonksiyonu (veya olasilik fonksiyonu) kitle parametrelerine baglidir. Kitlenin parametre
sayis1 bir tane olabildigi gibi, birden fazla da olabilir. Ornegin, normal dagilimin iki tane
parametresi vardir. Kitlenin parametresi hakkinda tahminde bulunabilmek i¢in deneyler tekrarlanir.
Tekrar sayisi arttikga, parametre hakkinda daha iyi bilgi elde edilecegi beklenir. Ancak, deney
sayisinin fazla olmasi bazen imkansiz oldugu gibi bazen de pahali olabilir. Boyle durumlarda, kii¢iik

orneklemler ile parametre hakkinda bilgi sahibi olmak istenebilir.

Bir parametre hakkinda tahminde bulanmak i¢in herhangi bir engel yoktur. Yani, bir parametre
icin degisik tahminler Onerilebilir. En iyi denilebilecek bir tahminden daha iyi tahminler de
yapilabilir. Dolayisi ile, “iyi bir tahminden” ne anlamamiz gerektigi iyi tanimlanmalidir. Bunun
icin, iyi bir tahminde aranan 6zelliklerin olmas1 gerekir. Ancak bu ozellikler kapsaminda iyi bir
tahminden soz edilebilir. Tahmin, 6nerilen bir tahmin edicinin degeri oldugundan, tahminden s6z
edilirken aslinda tahmin ediciden s6z edilmektedir. Bu boliimde, yaygin olarak kabul goren bazi

Ozellikler incelenecektir.

7.1. Yeterlilik Ozelligi (Sufficiency)

Bilinmeyen 6 parametresi i¢in yeterli bir tahmin edici, 6rneklem i¢inde parametre hakkindaki
bilgiyi 6zetleyen tahmin edicidir. Yani, 6rneklem i¢inde parametre hakkinda ne kadar bilgi varsa,
hi¢bir bilgi kayb1 olmadan 6zetleyen bir tahmin edici, o parametre icin yeterlidir.

X1, Xo,..., X, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (x;6) olan kitleden bir drneklem
olsun. T(Xq, X5,..., X)) =T(X) tahmin edicisi @ igin yeterli ise, € hakkinda Xq, Xo,..., X,
orneklemine baglh olarak elde edilen bir sonug sadece T(X) tahmin edicisinin degerine baglidir.
Yani, X=(X,Xp,....,X5)" Ve Y=(Y1,V¥o,...,Yn) ayr ayr gozlemler ve T(X)=T(y) ise, &
hakkinda X ler veya Y ler lizerinden yapilacak sonu¢ ¢ikarimlar aymdir. Xq, Xo,..., X,
orneklemi i¢in bazen X gosterimi de kullanilacaktir.

Tamm 7.1.1 T(X) verildiginde, X in kosullu dagilimi € ya bagh degilse, T (X)’e € i¢in

yeterli bir tahmin edici denir®



X =(Xq,X5,...,X;)" bir 6rneklem olmak iizere P(X =x|T(X)=t) kosullu olasihg:
(stirekli durum igin f>~(|-|-( >5)=t()~( |t) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu) € ya bagl degilse
T(X), 0 ig¢in yeterlidir. T(X) tahmin edicisi yerine bazen T kullamilacaktir. Tanimdan da
anlagilacagi gibi, herhangi bir € parametresi igin yeterli istatistik tek degildir. T , @ i¢in yeterli ise
gozlenen X ve Y ler igin Py(X=x)=Py(Y=x) dir. T yeterli oldugundan

P(X=xIT=t)=P(Y =xIT=t)  dir.  Aynca  {X=x<{T(X)=T(X)}  olup

seklinde elde edilir. Diger taraftan, P ( X=X|T= t) kosullu olasilig1

_P(X=x,T=t) Fp(X=x)_p(x:6)
Py (T =t) Po(T=1) a(T(x);6)

seklinde yazilabilir. Buna gore, asagidaki teoremi ispatsiz olarak verebiliriz.

P(X =T =t)

Teorem 7.1.1 T tahmin edicisinin @ igin yeterli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
p(x;0)/q(T(x);6) oraninin € dan bagimsiz olmasidir ¢

Ornek 7.1.1a) Xy, X,,..., X,, parametresi p olan Bernoulli dagilimindan bir 6rneklem olsun.

T=X1+Xo+...+ X, tahmin edicisinin p icin yeterli olup olmadigni arastiralim.
T ~ Binom(n, p) olup olasilik fonksiyonu,

Py (T =1) =@ otd—p)"t  t=0,12,...n
seklindedir. t =X + X, +...+ X, i¢in p(X; p)/q(T(X); p) oran1 p ye bagh degilse T, p i¢in
yeterlidir. Teorem (7.1.1) e gore t = X + Xo +...+ X, i¢in bu oran,

n
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n
seklinde olup p ye bagh degildir. T =) X; tahmin edicisi p parametresi i¢in yeterlidir.
i=1



b) X, X,,...,X,, beklenen degeri x olan normal dagilimdan bir &rneklem olsun

T=X{+Xy+...4 X, ~ N(ng,n) olup, T nin x igin yeterli olup olmadigini inceleyelim. Bunun
icin, Teorem (7.1.1) deki oranin pay1
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seklinde yazilir. Bu oran u ye bagh olmadigindan T, g igin yeterlidir.

c) Benzer sekilde, Xq, X,,..., X,, parametresi @ olan Poisson dagilimindan bir 6rneklem
olsun. T = X; + X, +...+ X, ~ Poisson(n &) olup,

lﬂ[p (X; = X:) e—negé)(iﬁl
p(x:0) By )SZX):izlg o i X! tho
a(T(x):0)  Pe(T =t) Pp (T =t)

e " (o)t /tt ntizgx!
orant t = X; + Xy +...+ X, i¢in € parametresinden bagimsizdir. Yani T, € i¢in yeterlidir ®

Tanimdan hareketle yeterli istatistigin bulunmasi bazen zor olabilir. Bir tahmin edici
verildiginde, onun yeterli olup olmadig1 da arastirilabilir. Ancak yeterli tahmin ediciyi 6nceden

kestirmek kolay olmayabilir. Asagidaki teorem yeterli istatistigi bulmak i¢in 6nemli bir aractir.



Teorem 7.1.2 (Faktorizasyon Teoremi) Xq,X,,...,X, olasihik veya olasilik yogunluk
fonksiyonu f (x;8) olan kitleden bir 6rneklem olsun. T , @ igin yeterli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul dyle g(t;@) ve h(x) fonksiyonlar i¢in, ortak olasilik ve olasilik yogunluk fonksiyonunun

f(x;6)=09(T(x);60)h(x) seklinde yazilabilmesidir. g fonksiyonu T (X) ve @ nin bir fonksiyonu
olup h fonksiyonu ise sadece X in bir fonksiyonudur.

Ispat: Kesikli durumu gdzoniine alalim (Siirekli durumda ispat Hogg, and Craig (1995) sayfa
318 de verilmistir). T tahmin edicisi @ i¢in yeterli olsun. Yeterliligin tanimindan P(X = X|T =t)
kosullu olasiligi € ya bagh degildir. Buradan, h(x) =P (X =X|T =t) ve g(T(x);0) =P,(T =t)
fonksiyonlar1 segildiginde, f(X;#) ortak olasilik fonksiyonu,

F(x:0)=PFy(X =x)=F,(T =t)P(X =x|T =) = g(T(x); ) h(x)
seklinde yazilabilir. Boylece, teoremin gerek kismi ispatlanmis olur.
Simdi, 6yle g(t;@) ve h(x) fonksiyonlari igin ortak olasilik fonksiyonu
F(x:0) =9(T(x);:0)h(x)
seklinde yazilabilsin. p(x;8)/q(T(x);6) oram1 @ ya baglh degilse T tahmin edicisi @ igin

yeterlidir. Ay (xy ={y T (X) =T (y)} olmak iizere T (X) fonksiyonu Ay () kiimesi iizerinde sabittir.

Ayrica, T nin olasihk fonksiyonu,  q(T(X);6) = z q(T(y);0)h(y)  seklinde
YeAT (9

yazilabildiginden Teorem (7.1.1) deki oran,

p(x;0) _9(T(9:0)h(Y) _ 9(T(%):0)h(x)
aT:0)  a(T:0) 3 g(T(y):0)h(y)

YEAT (x)
(T(X)'H)h(x) 3 h(x)
9(T(x):0) > h(Y) > h(y)

YEAT (x) YEAT (x)

olup parametreden bagimsizdir. Yani T , € i¢gin yeterlidir ¢

Ornek 7.1.23) Xy, X5,..., X,, parametresi p olan Bernoulli dagilimindan bir érneklem olsun.
T=Xi+Xo+...+ X, nin p igin yeterli oldugunu bir onceki Ornekten biliyoruz. Simdi,

faktorizasyon teoremini kullanarak T nin yeterli oldugunu goérelim. X lerin ortak olasilik
fonksiyonu,



n
f(x;p)=Py(X =x)= HPp(X. = %) = H pSi - p)t
i= =1
- |o§1Xi - |0)n_i—lei =p'®a-p" T

seklinde olup, ortak olasilik fonksiyonu g (T (X); p) = pT()~() @a- p)n_TQ() ve h(x) =1 igin
FO ) =9(T(x); p)h(x)

seklinde yazilabildiginden faktorizasyon teoremine gore T tahmin edicisi p i¢in yeterlidir.

b) N(,u,O'Z) dagilimmdan bir &reklem Xgq, X,,..., X,, olsun. Xy, X,,..., X, rasgele

degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, T Lz X, z Xj J i¢in,
=1 i=1

1 n/2 n
ten {5 et 5 2

O' i=1 O' i=1 (o}

12 n/2 2 -
1Y 1 nu 5
=l — — | exp|——— |exp|W|u o Tx}
(3:) (5] ool 525 oolluetrs
seklinde yazilabilir. Buradan, ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
1 n/2 n 2
h(x) = (1/27)"? ve g(T (x); u,0?) =[—2] eXP(—%JeXp[w’(u,az)I(x)}
o

20

fonksiyonlari ile,
f (% 11,6%) = 9(T(%); 1,0°) h(X)

n n
seklinde yazilir. Faktorizasyon teoremine gore, T ()~( ) = [Z Xi, Z Xiz] seklindeki iki boyutlu
i=1 i=1

tahmin edici (x, (72) i¢in yeterlidir.
c) Xy, Xo,..., X, parametresi € olan diizgiin dagilimdan bir 6rneklem olsun. X lerin olasilik

yogunluk fonksiyonu,



1/6 , O0<x<é@

f(x;H):{o oy

seklindedir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonu

1 , xeA
1a()=1, XA

gosterge fonksiyonu ile, f(X;6)= ot l(0<x<p) (X) seklinde de yazilabilir. Buna gére, X lerin

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu X,y = max{xy, Xo,..., Xp } i¢in

n 1 1 1

1
= e_n |{0<X(n)<9}(?~()

dir. Buradan g(T(x);0)=6" |{0<X(n)<‘9}()~() ve h(x)=1 fonksiyonlar1 ile faktdrizasyon
teoreminden T (X) = Xy istatistigi 6 i¢in yeterlidir.
d) Olasilik yogunluk fonksiyonu,

9x‘9_1 , O<xx<1

f(x;0) =
0 { 0 , dy.

olan kitleden n— birimlik bir 6rneklem Xj, X,..., X}, olsun. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

i= i= i=1 =L

n n n o n
fx0) =TI f(Xi;9)=‘9nHXi6_1=9n(HXij H%=9(T(¥):9)h(’9

n
olarak yazilabildiginden, T (X) =[] X; tahmin edicisi, € i¢in yeterlidir. Burada,

i=1
N 0 n 1
g(T(x):0)=0" [1x | ve h(x)=[T—
i=1 i=1 Xi
dir®
Faktorizasyon teoreminin uygulanabilmesi igin Xq, X,,..., X, Ornekleminin bagimsiz ayni

dagilimli rasgele degiskenler olmasi zorunlu degildir. Ancak, daha 6nce Orneklem denildiginde
bagimsiz aym dagilimh rasgele degiskenlerin bir dizisini anlayacagimizi sOylenmistik. Teoremin

ispatinda da, rasgele degiskenlerin bagimsizlig1 dikkate alinmamustir.

Herhangi bir @ parametresi i¢in bir tane yeterli istatistik bulundugunda, bu yeterli istatistigin

her birebir fonksiyonu da yeterlidir. Bunun igin, T yeterli bir istatistik, r de herhangi bir birebir

fonksiyon olsun. Bu durumda, T = r(T) de @ igin yeterlidir. T yeterli oldugundan 6yle g(t; &)



ve h(x) fonksiyonlar1 vardir ki ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, f(x;8=g(T(X);&)h(x)

seklinde yazilabilir. Ayrica r birebir oldugundan, T =r *(T") dir. Buradan, f(x;6) ortak olasilik

veya olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x;:0)=9(T(%):0)h(x=g(r " (T"(x));0) h(x)
=(ger )T (x):0h(x)=9" (T (x);0)h(x)
seklinde de yazilabilir. Faktorizasyon teoremine gore, T = r(T) de @ i¢in yeterlidir. Buna gore,

n —
Ornek (7.1.2a) daki T = X, istatistigi p igin yeterli oldugundan X, de p igin yeterlidir. Benzer
i=1
n n * —
sekilde, (b) deki T (X ) = (Z X 2, Xizj tahmin edicisi (u, ) iginyeterliolup T~ (X) = (X, Sr?)

i1 ia
n
iki boyutlu istatistigi de (1,0°) i¢in yeterlidir. Ayrica, (d) de verilen T =] X; istatistik yeterli
i=1

* n
oldugundan, T =->"In(X;) tahmin edicisi de yeterlidir.
i=1

7.2. Minimal Yeterlilik
Bir onceki kisimda, bir parametre i¢in yeterli istatistigin tek olmadigini, yeterli istatistigin her

birebir fonksiyonunun da ayni parametre i¢in yeterli oldugunu gordiik.

Tamm 7.2.1 (minimal yeterli istatistik) T  istatistigi herhangi bir @ parametresi iin yeterli

olsun. Eger bir T tahmin edicisi, T~ yeterli istatistiginin bir fonksiyonu olarak yazilabiliyorsa, T

ye @ i¢in minimal yeterlidir denir ®

Bir parametre icin, herhangi bir yeterli istatistik bulundugunda (faktdrizasyon teoreminden),
minimal yeterli istatistik bu istatistigin bir fonksiyonudur. Tanimdan da anlasildigi gibi, bir
parametre i¢in minimal yeterli istatistiklerinin sinifi, yeterli istatistiklerin sinifin1 kapsar. Yani,
herhangi bir parametre i¢in yeterli istatistiklerden daha fazla minimal yeterli istatistik bulunabilir
(Cacella ve Berger, 2002).

Faktorizasyon teoreminden yeterli istatistigi bulabiliyoruz. Minimal yeterli istatistigi bulmak
icin de asagidaki teorem kullanilabilir. Bu teoremin ispati burada verilmemistir (ispat i¢in Casella

ve Berger (2002) ye bakilabilir).

Teorem 7.2.1 Xy, X,,...,X,, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;6) olan

kitleden bir 6rneklem olsun. Eger

f(x6)

W: g(x,y) , @ dan bagimsiz <T(X)=T(y)



onermesi iki yonlii olarak saglaniyorsa, T tahmin edicisi € i¢in minimal yeterlidir ¢

Ornek 7.2.1 X, X,,...,X,, beklenen degeri u varyansi o? olan normal dagilimdan bir

orneklem olsun. Kolayca goriilecegi gibi,

R N I T N IR I U SRR

o) || exp| s Y XY X | exp| - X+ Y X

f(g,y,a )_(27[02) 20'2§I azgl 20'2__ | 20'25'I O'Zigl
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i=
olup bu oranin parametrelerden (1 ve 0'2) bagimsiz olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

no, no, n n
DX =2 ve 25 =2
i=1 i=1 i=1 i=1
f(Xiu,0°)
f(yip0°)
olmast i¢in gerek ve yeter kosul T(X)=T(y) olmasidir. Teorem (7.2.1) e gore,

n n
olmasidir. Yani, T ()~() = [Z Xi, Y. xlzj olmak iizere, orani 4 Ve o2 den bagimsiz

i=1  i=l

n n
T(X)= (2 Xi, z X i2] istatistigi (u,0?) i¢in minimal yeterlidir. Ayrica,
i=1 i=1

T*(x)—[lzn:x- izn“(x-—i )ZJ—(X s7)
L(2)= i i~ ”~n) |=|~nron
nig n-lia

de (y,az) icin minimal yeterlidir.

7.3. Yardimci istatistik (Ancillary Statistic)
Tamim 7.3.1 Dagilimi parametreye bagli olmayan istatistige yardimct istatistik (ancillary

statistic) denir®

Tanimdan da anlagildig1 gibi, yardimer istatistiginin dagilimi parametreye bagli olmadigindan,
yardimci istatistige bagl olarak parametre hakkinda herhangi bir sonug ¢ikarim yapilamaz. Ancak
yardimcr istatistik bagka bazi 6zellikler ile beraber kullanildiginda parametre hakkinda 6nemli

bilgiler elde edilir.
Ornek 7.3.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu f(X;0) olan diizgiin dagilimdan bir érneklem

X1, X5,..., X, olsun. Burada,



1, 0<x<0+1

f(x;H):{o 'y

olmak tizere, X lerin dagilim fonksiyonu,

0 , X6
F(x;0)={x-0 , O<x<6+1
1 , X=20+1

seklindedir. R = Xy — X(7) Orneklem uzunlugu istatistiginii gdzoniine alalim. R nin olasilik

yogunluk fonksiyonu i¢in  X(q) ve X sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

g(X’y):{n(n—l)(y—x)”_2 , O<x<y<6+1

0 , d.y.
olup R =Xy — X(g) nin olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in M =(X) + X)) /2 yardimer
donisimini tammlayalim. Ters dontsimler, Xy =(2M -R)/2 ve X5y =(2M +R)/2 olup
Jacobien matrisinin determinanti 1 dir. Dolayis1 ile, R ve M nin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

n(n-1r"2 | 0<r<l,f+<m<h+1-L
fRM(r,m): 2 2
0 , d.y.

olarak elde edilir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun D), iizerinden integrali

O+1-r/2
I n(n-1)r"?dm=n(n-1)r"2 ([0+1-ri2]-[6+r/2])=n(n-1) r"2@1-r)
m=6+r/2

olup R nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

n(n-Hr"?@-r) , 0<r<1

£ (r) =
= (r) { 0 4y

olarak bulunur. Gérildugii gibi R = Xy — X(q) nin dagilmi 6 parametresine bagh degildir. Yani,
R istatistigi @ icin bir yardimer istatistiktir. Benzer sekilde, X, Xo,..., X, N(g, 02)
dagilimindan bir 6rneklem ise, (n —1)35 /o2 ~ Zr%—l olup Sr% orneklem varyansmin dagilimi

ye bagl degildir. Yani, S,% istatistigi 4 icin bir yardimer istatistiktir ®

7.4. Tamhk (Completeness)
Ornek (7.3.1) de X, Xg,..., X, ~U(0,0+1) orneklemi igin R = X(n)— X Orneklem

uzunlugu istatistiginin bir yardimei istatistik oldugunu gordiik. Ayrica, (R,M) de € igin minimal



yeterli olup yardimci istatistik, minimal yeterli istatistigin 6nemli bir bilesenidir. Genellikle, yeterli
istatistik ile yardimer istatistik bagimsiz degildir. Ancak, minimal yeterli istatistik ayn1 zamanda

tam ise minimal yeterli istatistik ile yardimci istatistik bagimsizdir (Teorem (7.4.2)).

Tanmim 7.4.1 X4, Xo,..., X, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;6) olan kitleden
bir 6rneklem, T de @ igin yeterli olsun. Biitiin & lar igin

Ep(9(T))=0=Py(g(T)=0)=1
Onermesi saglantyorsa, T nin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ailesi tamdur denir ®

Buradaki, olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ailesinin tamligi yerine kisaca T tamdir
diyecegiz. Ayrica tamlik, olasilik dagilimlarinin ailesi igin bir kavram olup 6zel dagilimlar igin
gecerli degildir. Omegin, X ~N(0,1) ise, g(x)=x i¢in E(g(X))=0 olmasma ragmen
P(g(X)=0)=0 dir. Ancak, X ~ N(8,1) olsayds, biitin € lar i¢in E,(g(X)) =0 olacak sekilde
bir g fonksiyonu bulunamaz. Yani, E, (g(X )) =0=P, (g (X)= 0) =1 onermesi saglanir. Dolayisi
ile, X ~N(6,1) dagilmlar ailesi tamdur.

Ornek 7.4.13) Xy, Xs,...,X,, ~Bern(p) olsun. T = X;+ X, +...+ X, tahmin edicisi p
i¢in yeterli ve T ~ Binom(n, p) oldugunu biliyoruz. Simdi, Binom dagilimlar ailesinin (yani T

nin) tam oldugunu gdsterelim. Bunun igin, biitin p ler i¢in E;(g(T)) =0 olsun. Buradan,

n n t
—Ep(g(T)):tgg(t)Pp(rZt)zté)g(t)(:]pt(l—p)”_t a-p)" Zg()[ j(l p} ise

bitiin p lerigin (0< p<1)

San(0] - oo

oldugundan

E(g(T))=0ise Zn:g(t) {:th:
t=0

dir. r=p/(1—p)>0 ve toplam igindeki biitiin terimler pozitif oldugundan toplamin sifir olmasi

i¢in biitiin t ler igin g(t) =0 olmas1 gerekir. Yani,
Ep(9(T)=0)=0= P,(g(T)=0)=1

onermesi dogrudur. Boylece, T istatistigi veya Bernoulli dagilimlar ailesinin tam oldugu

sOylenebilir.
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n
b) Xq,Xs,..., X, parametresi & olan Poisson dagilimindan bir 6rneklem olsun. T =) X
i=1
istatistigi @ igin yeterli olup T ~ Poisson(n@) dir. T nin olasilik fonksiyonu, t=0,1,2,3,... i¢in
g(t,0) =Py(T =t)= e_ng(nﬁ)t /t! seklindedir. Bu sekildeki olasilik fonksiyonlarinin ailesi
C= {g(t,&):e >0} olsun. Ey(h(T)) =0 olacak sekilde bir h fonksiyonu belirleyelim. T nin tam
oldugunu gostermek igin her t igin h(t) =0 oldugunun gosterilmesi gerekir. Dolayisi ile,

0=Ey(h(T))= f h(t)e ™’ (ng)! /1!
t=0

2 3
:e‘“glih(0)+h(1)n—19+h(2) (n;) +h(3) (n:f!) +}

oldugundan,
n2 n3
{h(0)+[n h()] e{ah(z)}e? {Eh(s)}eﬁ +...]= 0
yazilir. Biitiin pozitif @ lar (€ >0) igin toplam1 sifir olan herhangi bir serinin biitiin katsayilari
sifirdir (Hogg ve Craig, 1995). Boylece, biitiin pozitif 6 lar igin h(t)=0,Vt yazilir. Buradan,
P,(h(T)=0)=1 olup E,(h(T)=0)=0= P,(h(T)=0)=1 onermesi saglanir. Yani, Poisson
dagilimlar ailesi tamdir ©

Bir dagilimlar ailesinin veya istatistigin tam oldugunun gosterilmesi bazen kolay olmayabilir.
Bu dagilimlar ailesi agagida tanimi verilen bir istel aile ise tahmin edicinin tam oldugu kolayca
goriilebilir. Ustel aileler besinci béliimde kisaca incelenmisti. Tamim (5.4.1) deKi iistel aile tanimina

benzer bir tanim asagida verilmistir.
Tamm 7.4.2 Olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonlarinin G ={f (x;9): 8 € ®} seklindeki
bir ailesi, her f(x;0) € G igin
f(x;0) = h(x) c(0) exp(t(x) w(8))
seklinde yazilabiliyorsa, G ={f (X;6): 6 € O} ailesine bir iistel aile denir ®

Teorem 7.4.1 X4, X5,..., X,, Ustel aile 6zelligine sahip kitleden bir 6rneklem olsun. X lerin

ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(X;8),
f(x;0) = h(x) c(9) exp(t(x) w(9))

n
ozelligine sahip ise T = Y t(X;) yeterli ve tamdir (Hogg ve Craig, 1995, sayfa 335) ¢
i=1

11



Ornek 7.4.2 a) Bir dnceki 6rnekte Bernoulli dagilimimin parametresi igin dnerilen T nin tam

oldugunu gordiik. T ~ Binom(n, p) olup olasilik fonksiyonu,

CY __nt_n—t_n_nit_n_n P
Ftp)=Py(T=0)=| |pA-p)"" = |d-p) o) "l (1-p) exp| tin o

olarak yazilabilir. Yani, f(t;p) Binom olasilik fonksiyonlarinin ailesi iisteldir. O halde Teorem
(7.4.1) geregince T yeterli ve tamdir.

Benzer sekilde Poisson dagilimlar ailesi de tstel olup tamdir. T ~ Poisson(né) olup T nin

olasilik fonksiyonu
g(t,0) =P, (T =t)=e " (n)! /t1=n'e ™ exp(In(6")) /t1= n'e "% exp(t In(#)) / !

n
seklinde yazilabilir. Boylece, T = Y X; nin @ igin yeterli ve tam oldugu sdylenebilir.
i=1

X1, X5,..., Xy ~Ustel (@) olsun. X lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 —xio
—e , x>0
f(x;,0)=16
0 , d.y.
olup f(x;0)=6"exp(—x6) oldugundan iistel aile formunda yazilabilir. Dolayst ile, t(X) = x
n
olmak tizere, T =Y  X; tahmin edicisi € i¢in yeterli ve tamdir.
i=1

b) Bazi olasilik yogunluk fonksiyonlar1 iistel aile formunda yazilamaz. Ornegin,

X1, Xo,..., X, ~U(0, &) olsun. X lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

£ (x:0) =071 (0cx<p) (%)
seklinde olup, ustel aile formunda yazilamaz. Daha 6nce gosterildigi gibi, X ) sira istatistigi ¢
icin yeterlidir (Ornek (7.1.2¢)). Simdi tam oldugunu gdsterelim. Bunun igin T = X(n) nin olasilik
yogunluk fonksiyonu 0 <t <@ icin f(t;8)=n6o "t"* olup, Ep(9(T)) =0 olacak sekilde bir ¢
fonksiyonu belirleyelim. E,(g(T))=0 ise ;—9 E,(9(T)) =0 olup ¢arpimin tiirevi kuralindan

é%EAgU»:Oim%d
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d 9 d 9 -n¢n-1
(Q(T))Z—'c[g(t)f(t;H)dtzﬁgg(t)nH £ it

0=E,(9(M) 40

=—E
do ’
d ¢ ¢ d
=no"—[g(t) t" " dt+[g(t)t" dt| —(no™"
de!g() £9<) [de( ﬂ
0
olarak yazilabilir. Diger taraftan, E,(g(T)) =0 oldugundan J. g(t) t"* dt =0 dir. Buradan da, son
0

esitligin ikinci kismu sifir olup her 6 igin

9
- e (gm) = n@”;—gjg(t) " dt=no"g(0) 0" =n6g(0)
0

0=
deo

elde edilir. Yani, bitiin pozitif 6 (6 >0) lar i¢in E,(g(T))=0 ise g(¢)=0 dir. Buradan da,
Py (9(T)=0)=1 elde edilir. Yani, T = X stra istatistigi diizgiin dagilimmn & parametresi i¢in
yeterli ve tamdir.

Benzer sekilde, Xi, X,,...,X,; olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;&) olan kitleden bir

orneklem olsun. X lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(%0)= {e_(x_g) x>0

0 , dy
tistel aile formunda yazilamaz. Bu olasilik yogunluk fonksiyonu I, (X) gosterge fonksiyonu ile
f (X;B) e (¢70) l(x>9)(X) seklinde yazilabilir. Faktdrizasyon teoreminden T =X sira
istatistigi € icin yeterlidir.

Simdi X(q) in tamligmni inceleyelim. Once, T nin olasilik yogunluk fonksiyonunun,

ne "9 59
fT(t;‘g):{ 0 dy

seklinde oldugunu belirtelim. E,(h(T)) =0 olacak sekilde bir h fonksiyonu belirlensin. Buradan,

Eg(h(T))=0 iseEyx(h(T)) nin @ ya gore birinci tirevi de sifirdir. E,(h(T))=0 oldugundan

j h(t)e™"'dt =0 olup
0

d d % n(t d < _
0=—E,(h(T))=— [h(t)ne " @D gt = n—| e"? [ h(t)e "dt
45 50 (M) dai (1 " l ®

=n| Ze" [h(ye " 'dt—e" h(o)e ™ }—ih(e)
n n
0
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bulunur. Buna gore, her @ igin h(6) =0 elde edilir. Yani, B,(h(T) =0)=1 olup T = X4y tamdir
®

Daha 6nce de bahsedildigi gibi, yardimci istatistik tek basina parametre hakkinda herhangi bir
bilgi icermez. Ancak bu yardimci istatistik, yeterli ve tam bir tahmin edici ile beraber
kullanmildiginda onemli istatistiki sonuglara ulasilir. Asagida ispatsiz olarak verilen teorem bu

sOylenenleri 6zetlemektedir (ispat i¢in Casella ve Berger (2002), sayfa 287 ye bakilabilir).

Teorem 7.4.2 (Basu Teoremi) T minimal yeterli ve tam ise, T herhangi bir yardimci

istatistikten bagimsizdir ¢

Ornek 7.4.3 Xy, X,..., X,, beklenen degeri € olan iistel dagilimdan bir 6rneklem olsun. Bu
durumda, T = X1 + X5 +...+ X, ~Gamma(n, &) oldugunu biliyoruz. Ayrica, T yeterli ve tamdir
(ustel aile 6zelligini saglar). Y = Xq+...+ Xp_1 ~ Gamma(n-1, 8) olup

X+ X+ X, Y+X,

~Beta(1,n-1)

oldugu da gosterilebilir. Yani, U yardimer istatistik olup Basu teoremine gore U ile T

bagimsizdir. Buna gore U nun beklenen degeri

0 =Eg(Xy) = Eg(UT) = Eo(U)Ey(T) = (On) Ep(U)= Eg(U) =n™"

seklinde kolayca hesaplanabilir.

Diger taraftan, Xq, X,,..., X, beklenen degeri u, varyansi o? olan normal dagilimdan bir
6rneklem ise, X , orneklem ortalamast x igin yeterli ve tamdir (iistel aile 6zelligini saglar). Ayrica,
(n-1) Sr% 5% ~ Zr%—l oldugunu (Teorem (6.3.1C) biliyoruz. Dolayisi ile Sr% nin dagilim u
parametresine bagh degildir. Yani, Sn2 istatistigi 4 igin yardimc istatistiktir. Basu teoremine gore

de X, ile S? istatistikleri bagimsizdir. Daha dnce, Teorem (6.3.1b) de X, ile S? nin bagimsiz

oldugu gosterildi. Oradaki ispat ile buradaki sonucu karsilastiriniz @
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