HAFTA 7

TAHMIN EDICILERDE ARANAN OZELLIiKLER

7.5. Tutarlihk (Consistency)

Tahmin edici 6rneklemin bir fonksiyonu olup, ayni zamanda 6rneklem hacmine de baglhdir.

Tamim 7.5.1 Xq, X,,..., X,, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (x;&) olan kitleden

bir 6rneklem, T, =T,,(X) de € nmn herhangi bir tahmin edicisi olsun. n— oo iken T, P 0

ise, T, tahmin edicilerin dizisi € igin tutariidir denir®

Ornek 7.5.1 N(x,1) dagilimindan n— birimlik bir 6rneklem Xy, X5,..., X, olsun. Zayif

bliylik sayilar yasasina gore, drneklem ortalamasi kitle ortalamasina olasilikta yakinsar (n — oo

iken X n SN ). Yani, X, érneklem ortalamasi g igin tutarlidir ®

Yukaridaki 6rnekte 6rneklem ortalamasinin tutarliligi i¢in zayif biiyiik sayilar yasasi kullanildi.
Ayrica, dagilim normal oldugundan olasilikta yakimsaklhik icin P(| X,,—|> &) olasiligi da
hesaplanabilirdi. Tahmin edici 6rneklem ortalamasi ise, merkezi limit teoreminden olasilikta
yakinsama kolay elde edilebilir. Ancak, Karsimiza her zaman 6rneklem ortalamasi ¢ikmayabilir.

Tahmin edicilerin tutarlilik 6zelligi Chebyshev esitsizliginden elde edilebilir. Xq, X,,..., X,
parametresi @ olan kitleden bir 6érneklem, T,, de & nimn tahmin edicilerinin bir dizisi olsun. Bu
durumda yine Chebyshev esitsizligine gore her & > 0 sayisi i¢in,

E(T, —6)*

P(Ty -0 &) <—-1

5

yazilir. Buradan n— oo iken E(T, —49)2 —0 ise Tn—P>t9 dir. Yani, T, tahmin edicilerinin

dizisinin @ igin tutarli olmas1 i¢in E(T, —0)? - 0 olmas1 yeterlidir. Diger taraftan,

Ey(Ty —6)? = Ey(T, — Eg(Ty) + Eo(Ty) —60)% =Vary(T,) + (Eo (Ty) - 0)°

oldugundan T, tahmin edicilerinin dizisinin € i¢in tutarli olmasi igin gerek ve yeter kosul
Vary (T,) ve (Etg(l'n)—@)2 terimlerinin her ikisinin de n — oo iken sifira gitmesidir. Bu sonug
asagidaki teoremde 6zetlenmistir.

Teorem 7.5.1 T, tahmin edicilerin bir dizisi olsun. Eger

lim Vary(T,)=0 ve lim (Ey(T,)—6)?> =0
nN—o0

n—ao0

1



kosullar saglaniyorsa, T,, tahmin edicilerin dizisi € i¢in tutarlidir ¢

Ornek 7.5.2 a) X, Xs,...,X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(Xx;0) olan kitleden bir

orneklem olsun. X lerin olasilik yogunluk fonksiyonu

—(x-0)
e , X>0
f(x;H)z{ . dy

ise T, = X(l) sira istatistigi € igin yeterlidir. T, nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

—n (t-6)
an(t;e):{ne , t>6

0 , dy

olup E(T,)=60+1/n ve Varg(Tn):lln2 dir. Buradan, lim Vary(T,)=0 oldugu agiktir.
N—o0
Bununla birlikte,

lim (Ey(T,) - 6)% = lim[(6+1/n)—6]% = lim (1/n?) =0

N—o0

oldugundan T,, tahmin edicilerin dizisi € i¢in tutarlidir.

b) Xy, X,,..., X, parametresi 6 olan diizgiin dagilimdan bir orneklem olsun. Yani,
X ~U(0,0) olmak iizere, T, = X(ny stra istatistigi ¢ icin yeterli olup, T, nin olasilik yogunluk
fonksiyonu 0<t<@ igin an(t;49):n6?_"tn_1 dir. Buradan, T, nin beklenen degeri ile

varyansinin

) n 62
o= )

oldugunu biliyoruz (Ornek (6.4.2a)). Ayrica,

2
lim Vary (T,,) = lim (L]:O

n—o0 | (n+1)%(n+2)

2 2
lim (E,(Ty)-6)° = lim (Le—ej —1im| -2 |=0
N0 n—wo\ N+1 n— (n+l)2

dir. Yani, T, tahmin edicilerin dizisi € i¢in tutarlidir ®

7.6. Etkinlik (Efficiency)



Tahmin edicilerde aranan Ozelliklerden biri de etkinliktir. Bu o6zellik, tahmin edicileri
karsilastirmak i¢in de kullanilir. Bir parametre icin bir ¢ok tahmin edici dnerilebilir. Elbette, tahmin
edicilerin diger 6zellikleri ile beraber etkin olmasi da beklenir. Varsa, en etkin tahmin edici

kullanilmak istenir.

Tamm 7.6.1 (Etkinlik) T, ve T; herhangi bir 6 parametresi i¢in iki tahmin edici olsun. Her
6 i¢in

Vary(T,) <Var(Ty)

oluyorsa T, tahmin edicisi T: tahmin edicisine gore daha etkindir denir ®

Ornek 7.6.1 a) X ~U(0,0) dagilimindan bir &rneklem X, X,,..., X, olsun. X(n) sira

istatistigi € i¢in yeterli olup bu istatistigin beklenen degeri ile varyansi

E, (X)) =——0 ve Var,(X )—L
7T n4 T )2+ 2)

dir (Ornek (7.5.2b). Buradan, T, = - X (ny denirse,
n

92
n(n+2)

Ey(T1) =60 ve Vary(T;) =
bulunur.

Ayrica, T,=2X, tahmin edicisinin beklenen degeri ile varyanst da E,(T,)=6 ve
Var, (Tz) = 6% /(3n) olarak hesaplanmustir (her iki tahmin edici de tutarhidir). Buradan,

Vary(T;) =[6%/ (n(n+2))] <[6°/(3n)]=Vary(T,)
oldugundan yeterli istatistigin fonksiyonu olan T; tahmin edicisi T, ye gore daha etkindir.

b) Xy, X,,...,X,, parametresi 4 olan Poisson dagilimmndan bir drneklem olsun. Poisson

dagiliminin beklenen degeri ve varyansi aym olup E, (X,,)=E, (Sr% )= A dir. Orneklem ortalamasi

ile Orneklem varyansinin beklenen degerleri aynidir. Bu tahmin edicilerin etkinligi i¢in

varyanslarina ihtiya¢ vardir. Once, E(Sﬁ |X,) = X, oldugunu gosterelim. Kosullu beklenen

degerin tanimindan,

E(Sﬁp?n):ni_ll{(éxﬁ—n Xﬁjpfn]:ni_lE[(Xf—iﬁ)lin]



n 2|5 72
a4 1) -3 ]
olup E(Xl2 | X,,) kosullu beklenen degerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun igin, Y =n X, diyelim.

Y ~ Poisson(n ) ve X, + Xg+...+ X,,_; ~ Poisson((n—1)1) oldugu dikkate alindiginda kosullu

beklenen deger igin, P(X; = X, | X,, = X) kosullu olasilig1,

_P(X]_:Xl, Xn :i)_ P(X1=X1,Y:n7)_ P(X]_:Xl,Y:y)

P(X; =% X, =X)

P(X; =X) P(Y =nX) P(Y =)
_P(X]_:Xl,i:izxizy—X]_)_P(Xlle)PLi:izxizy_X]_] ~ y (ljxl(l_ljy—xl
B P(Y=y) B P(Y=y) ~x)Un n

olarak hesaplanmustir. Yani, y=nX olmak iizere (X;|X, =X)~ Binom(y,1/n) olup kosullu

)= @JGT [1—%)y_X1 % =012,y

seklindedir. Buradan, kosullu beklenen deger ile kosullu varyans

olasilik fonksiyonu

bel

P(X1:X1|)Zn ==

1

E(x1|>2n)=%=>?n ve Var(X1|)?n)=(Ej£1——jY -—X,

olup

n-1

E(X] 1Xn) =~

va v 2
Xy + X
oldugu agiktir. Buradan da,

2|7 n 217\ w2 n jn-12 22 Z2| o
E(Sn|Xn):n—_1{[E(X1 |xn)—an}=n—_l{Txn+xn —xn}zxn

elde edilir. Dolayzst ile,
V. 2\ _ 2,y 2\ 2\ _ va
ar; (%) =var, (E(S7 1%, )|+ Ex (Var (82 1%y ) 2 Var (E(S21 X, )| =Var, (X,)
oldugundan X, tahmin edicisi Sr% tahmin edicisine gore daha etkindir ®
X1, Xo,..., X,y olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (X;8) olan kitleden bir 6rneklem,

T, de bir tahmin edici olmak tizere, Ey(T,)=7(6) olsun. Ayrica, 7(d) nmn € ya gore

tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim.



Tamm 7.6.2 (Asimptotik Etkinlik) E,(T,) = 7(€) olacak sekilde herhangi bir tahmin edici T,

olsun. Eger

’ 2
1,(0) = (72(49)) olmak iizere lim Valb—(T”):
—nEy| - In(f(x:0) e |a(6)
0 20 ;

2
oluyorsa T, tahmin edicisine asimptotik etkindir denir ®

Ornek 7.6.2 Poisson(A) dagilimindan n—birimlik bir 6rneklem X1, X9,y X, olsun.,
T, = X,, olmak iizere, E; (X,,) = ve Var,(X,)=A/n olup z(1) = 4 igin 7'(1) =1 dir. Diger
taraftan In(f(X,4))=In(e*A* / X1) ==+ X In(1) =In(X ) olup tiirevler,

0 X o? X
a—/1|n(1:(>(;/1))=—1+7 ve ﬁln(f(x;ﬂ)k—?

seklindedir. Buradan, |,(€) nin paydasindaki deger,

0° ) 1
-nE,| —=In(f(X;A) |=—nE,(-X/A°)=n/A ve |, (A)=——=A/n
4[622 (*( )} 2(-x12%) () ==

olup,

lim (M]: lim (Lmjzl
n—o In(;t) n—o\ A/n

dir. Yani, Xn tahmin edicisi 4 igin asimptotik etkindir ®

7.7. Yansizlik (Unbiasedness)
Tahmin edicilerin yansizligi, tahmin teorisinde en ¢ok kullanilan 6zelliklerden biridir. Bir
parametre i¢in birden ¢ok yansiz tahmin edici bulunabildigi gibi, bazen yansiz tahmin ediciler

olmayabilir.

Tanmm 7.7.1 Xq, X,,..., X,, parametresi @ olan kitleden bir 6rneklem, T de € nin herhangi
bir tahmin edicisi olsun. T nin beklenen degeri mevcutve Ey(T) =7(0) ise T ye 7(0) icin yansiz

bir tahmin edici denir ®

Herhangi bir parametre i¢in yansiz tahmin edici bulunamayabilir. Ornegin, Cauchy(6)

dagilimimin beklenen degeri yoktur. Dolayisi ile, @ i¢in yansiz tahmin edici bulunamaz.



Ornek 7.7.1 a) X ~U(0,0) dagilimindan bir 6rneklem X1, Xg,..., X, olsun.
Ti=((n+1)/n)Xny ve T, =2 X, tahmin edicilerinin beklenen degerlerinin E,(T;)=6 ve
Ey(T,) =6 oldugunu biliyoruz (Ornek (7.6.1a)). Yani, T; ve T, nin her ikisi de & igin yansizdir.
Ayrica, Var, (T;) <Vary(T,) oldugu da ayni 6rnekte gosterildi. & igin yine sira istatistiklerine bagl
olarak baska yansiz tahmin ediciler de bulunabilir. Ornegin, T = X(1) denirse, T nin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

n t n-1
fT (t,9)= 5(1—5j s O<t<@

0 , d.y.
olup, Ey(T)=Ey(X(y)=0/(n+1) dir. Buradan da T3 =(n+1) Xy tahmin edicisi de ¢ i¢in
yansizdir. Ancak, n. sira istatistigine bagli T; yansiz tahmin edicisinin varyanst T nin
varyansindan kii¢liktiir.

b) Poisson(4) dagilimindan aliman n—birimlik bir érneklem Xi, X,,..., X,, olmak tizere

(A1) =P, (X =0)= et parametresi i¢in yansiz bir tahmin edici,

1, X,=0
W, =
0 , dd.

olarak alinabilir. Burada, W , 0 ve 1 degerlerini alan Bernoulli rasgele degiskeni olup
E,(W)=0P, (X, #0)+1 P, (X, =0)=P, (X, =0)=¢*
dir.
¢) Yine Poisson(4) dagilimindan bir 6rneklem X, X,,..., X, olsun. Budefa z(4)= A2 i¢in

yansiz bir tahmin edici bulmak isteyelim. Bunun i¢in
T =X+ X,+...4 X,, ~ Poisson(n 1)
oldugunu biliyoruz. Poisson dagiliminin beklenen deger ve varyansi ayni oldugundan,
2y _ 2 _ 2,2
E, (T%)=Var, (T)+ (E; (T)? =n 4+n?A
yazilir. Buradan, U = (T2 =T)/n? denirse, E,U)= A2 olur. Yani U , A2 i¢in yansizdir.
d) Simdi, Xq, X,,..., X, parametresi p olan Bernoulli dagilimindan bir 6rneklem olsun ve
p2 i¢in yansiz bir tahmin edici bulmaya c¢alisalim.
T =X+ X5 +...+ X, ~ Binom(n, p) olup, Ep(T)=np ve Vary(T)=np(l-p) dir. Buna

gore, T nin ikinci momenti



E,(T?)=Var,(T)+(E,(T))* =np (- p)+n?p® =np—np®+n®p
olarak hesaplanmistir. Buradan da,

Ep(T?~T)=(np—np®+n*p?)—np = p(n® —n) = n(n-1)p*
oldugundan U =(T?-T)/n(n-1) istatistigi p® i¢in yansizdir ®

Tanmm 7.7.2 (Yan) Xq, X,,..., X,, parametresi € olan kitleden bir 6rneklem, T de € nmn
herhangi bir tahmin edicisi olsun. E,(T) nin mevcut olmasi halinde E,»(T)—6 degerine T nin
yani (veya yanliligr) denir ve Biasy(T) ile gosterilir. Yani, Biasy(T)=Ey(T)—-6 dir®

Tahmin edicilerin bu 6zelliklerinin yaninda, genellikle kiigiik varyansli tahmin ediciler tercih
edilir. Bazen yanli bir tahmin edicinin varyansi, yansiz tahmin edicinin varyansindan kiigiik olabilir.
Yanli tahmin edicinin varyans: kiiciik ve yanliligi herhangi bir sekilde azaltilabilirse, bu yanh

tahmin edici tercih edilebilir. Yanli tahmin edicilerin yanliligi degisik yontemlerler ile azaltilabilir.
Jackknife metodu bunlardan biridir.

Ornek 7.7.2 X4, X,,..., X, parametresi p olan Bernoulli dagilimindan bir érneklem olsun.
p2 parametresini tahmin etmek isteyelim. Jackknife metodu tahmin edicilerin yanliligini azaltmak

icin kullanilan bir yontemdir. Bu tahmin ediciler asagidaki gibi hesaplanir (1-adim). € nin tahmin

edicileri T,(Xy, X5,..., X,;) seklinde verilmis olsun. i =1,2,...,n igin

T =T (X4, Xoreeo Xigs Xingrom Xpy)
tahmin edicilerini tanimlayalim (6rneklemden X, cikartiliyor). Buradan, & nin Jackknife tahmin

edicisi,

_1n .
JK(Tn) :nTn _nleTn(l)
i=1

seklinde hesaplanir. Genellikle, Bias, (JK(T,)) < Biasy(T,,) dir.

Simdi, p nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (ileride bahsedilecektir) X n olmak tizere, p2

nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi X r% dir (Teorem 7.9.2.1). Bu en ¢ok olabilirlik tahmin edicisine
bagl Jackknife tahmin edicisini bulalim (baska tahmin ediciler kullanarak da Jackknife tahmin
edicileri yazilabilir). Buna gére, T,, = X g i¢in Tn(i)

2 2
T2 [Z XJJ - {ij—xi} . (%X, -% ]

-2\ ') (-D?| 2




olarak yazilir. Ayrica, X; ler Bernoulli dagilimina sahip rasgele degiskenler olup sadece 0 ve 1

n n n .
degerlerini aldigindan > X2 =" X; dir. Buradan ZTn(') tahmin edicisi
i=1 i=1 i=1

n

DR AUl P SR U
Zn m_ngﬂn X (n-12 35

1 352 252 2} 1 { 352 252 <« }
= N°X5=2n X5+ 2 X{ [=———=|n°X5-2n“X7+ > X,
(n_1)2 |: n n = 1 (n_1)2 n n ] |

[n 282 _on X, X, +xi2]

seklinde yazilabilir. Buradan da, p? nin Jackknife tahmin edicisi,

~_1nNn . _ _ _ _ n
JK(rn)znTn——nnlzTn('):n(xﬁ)——” 1{ L Kn?’xﬁ—znzxﬁ+zxiﬂ}
i=1

n | (n-1)>? i

2( 72 _ B
2 — _ _ _ n“(X 2
:n(Xﬁ) 1 [n3xﬁ—2nxﬁ+nxn}:n(xﬁ)_ ( ﬂ)+2an_ Xh

_n(n—l) n-1 n-1 n-1
2 va 2 2 vl B vl
=X§n_n+2n_xn=>z§n nn+2n_Xn=nX§_Xn
n-1 n-1| n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
n 2 n n 2 n
2 X DX [ XX XX
_ \i=l _ izt _\i= i=1
n(n-1) n(n-1) n(n-1)

olarak elde edilir. Bu tahmin edici Ornek (7.7.1d) deki yansiz tahmin edici ile aymdir. Jackknife
tahmin edicilerinin yanlihigi genellikle daha kiigiiktiir. Burada, bir dnceki 6rnekte verilen yansiz

tahmin edici ile Jackknife tahmin edicisi aynidir. Bu her zaman bdyle olmayabilir ©

7.8. Asimptotik Normallik

Tahmin edicilerin dagilimlari istatistiki sonug ¢ikarim agisindan ¢ok dnemlidir. Istatistiki sonug
¢ikarim igin de normallik ¢ok 6nemlidir. Tahmin edicilerin dagilimlart normal olmasa bile, merkezi
limit teoremine ile limit durumunda normallik elde edilebilir. Tahmin edicilerin dagilimlart MLT
de oldugu gibi bazen kolay bulunabilmesine ragmen, asimptotik dagilimi bulmak bazen zordur.

Boyle durumlarda limit dagilimlar1 elde edilmeye ¢alisilir.

X1, Xp,..., X, beklenen degeri u, varyansi o2 olan kitleden bir drneklem ise merkezi limit
teoremine gore, n—>oo iken n(X,-u)/oc—2—N(0,1) olup X, asimptotik normaldir

diyebiliriz. Bunu, X, ~ AN (u,0°/n) olarak ifade edelim. Tahmin ediciler bazen X, nin bir



fonksiyonu oldugu gibi, bazen karmasik olabilir. Ornegin, Sf nin dagilimi, 6rneklem normal ise
serbestlik derecesi n—1 olan ki-karedir. Ancak, 6rneklem normal degilse S nin dagilimini bulmak
kolay degildir. Bu durumda, limit dagilimindan faydalanilir. Bunun i¢in de Taylor serisi

yaklasimlar kullanilir.

g(x) fonksiyonu r. dereceden tiirevlenebilir (ve sifirdan farkli) ise, herhangi bir a sabiti i¢in

g(x) fonksiyonunun a noktasi komsulugundaki Taylor serisi agilimi,

r ) Sy
Tr(X)=Zg(')(a)@+ R(x; &)
i=0 I
. (i) d’ N 0 d’
olarak verilir. Burada, g‘"/(a)=——-9(x) dir. Eger g'/(a)=——=0(X) varsa,
dx' —a dx' e
lim g(X)_TI’(X) -0
X—a (x—a)r

dir (Casella ve Berger, 2002, sayfa 241).

Benzer sekilde, X;, X,,..., X rasgele degiskenleri E(X;)=6;,i=12,3,...,k olmak iizere,

X =(Xg, X0, 0, X)) Ve 0=(6,,0,,....,6,) igin g(x) fonksiyonu 6; noktalarinda X; lere gore
tiirevlenebilir olsun. Buradan da,

a4

ix 9(x)

X1=6,X0=05 ..., X =6

gi(@)=
varsa, g(x) fonksiyonunun @ noktasindaki birinci dereceden Taylor serisi agilimi

K
9(’5)=9(Q)+§9i'(6)(xi -6) +K(x.,9)

seklinde yazilir. Burada, K(X,#) kalan terimi gostermektedir. Buradan, g(x) fonksiyonu igin,

k
9() = 9(@)+29 (O (x-4)
i=1
yaklagimi elde edilir. Buna gore, g(X) rasgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi igin
k !
Ep(9(X)) = 9(0)+ 2 0i (DEp(Xi—&)
i=1

k
Vary(g(X)) ~ _zltgi'(@]zvare<><0+2_2_ 9i(9)9;(9) Cov(X;, X )
i= i>]



yaklasimlari kullamlabilir. E(X;)=6,i=123,....,k oldufundan E,»(g(X)) » g(¢) dir.

X, ~ AN (,u,azl n) ise g(x) fonksiyonunun g noktasi komsulugundaki birinci dereceden

Taylor serisi agihimindan g(X,) ~ AN (9(1),[9'(w)? o2 I n) yazilir.

X1, Xg,..., X, beklenen degeri 4 olan kitleden bir 6rneklem ve E, (X) = #0 olsun. u
icin bir tahmin edici X o ise g(u) parametresini tahmin etmek igin

9(X,) = 9(w) +9'(u)(X, — 1)

yaklagimi kullanilir. Burada g(X,) nin beklenen deger ve varyansi igin de,

E,(0(Xn) = g(k) ve Var,(g(X,)) =[g'(u)]PVar,(X,)

yaklasimlart kullanilabilir. T,,, € parametresi i¢in tahmin edcicilerin bir dizisi ise N — oo iken

(T, - 1)—2>N(0,0%)

olsun. Belirli bir g fonksiyonu i¢in g'(6) var ve sifirdan farkli ise N — oo iken

Jn(g(T,) - 9(1)—2>N(0,57[g'(O)))

dir. Eger, g'(d) =0 ise ikinci dereceden Taylor serisi agilimi kullanilir ve g(x) fonksiyonunun

ikinci dereceden Taylor serisi agilimi

01)=90)+9'@) 1,-0)+ L2, -0 = 9(0)+ L2 7, -0

olup n — oo iken x/ﬁ(Tn —1)—2-5>N(0,0?) oldugundan

2
nM-0" o 2
> po
o

yazilir. Buradan da, n — oo iken

2 D "
n (9(T)-9(0) /o” — (0.5) g"(O)
asimptotik yaklagimi elde edilmis olur.
Ornek 7.8.1 Poisson(1) dagilimindan bir 6meklem X,, X,,..., X, olsun. X, érneklem

ortalamasi A nin bir tahmin edici ise e *n de e nmn bir tahmin edicisi olarak alinabilir. Merkezi

limit teoreminden X, ~ AN(4,4/n) oldugunu biliyoruz (E,(X)=Var,(X)=4). g(x)=e¢”

denirse g'(x) =—e~" olup, e X in asimptotik dagilimi

10



g(X,)=e " ~ AN (g(4).[g'()]2 2 /n) = AN (e-ﬂ, e 24y n)

olur. Benzer sekilde, g(4)=1/4 nin tahmini icin 1/ X 6nerilebilir. Bu durumda g(x) =1/x
alindiginda, g'(x) =—1/x? olup 1/ X, in asimptotik dagilimi

(X)) t=9(X,) ~ AN (9(1).[9' (D1 o2 /n)=AN(A L, 242y =AN(1 L, 178 )
seklinde yazilir. (X n )_1 tahmin edicisinin varyansi i¢in bir tahmin de,
X 1

Varﬁ(infl) :()?n*“)Vari()?n):()?n*“)T”: —

nin degeri alinabilir ®

Tahmin edicilerin asimptotik normalligi ile ilgili baz1 6zellikler asagidaki 6rnek iizerinde
aciklanmaya c¢alisilmistir. Burada Onemli olan, verilen fonksiyonun birinci dereceden Taylor
serisine agilimidir. Neredeyse, biitiin asimptotik 6zellikler (normallik ile ilgili) fonksiyonun Taylor

serisi agilimina baglidir.

Ornek 7.8.2 a) W,,W,,...,W, beklenen degeri x varyansi o? olan bagimsiz rasgele
degiskenler olsun. anz - ,uz ifadesi

T T _

W = 1% = W, = )W, + 12) = Op (1/\/n) Op (1) = Op (1/ /)
seklinde yazilabildiginden n— oo iken an LN M ise anz —P>,u2 oldugu goriiliir. Ayrica,
Jn (VVn2 —,u2)=Op (1) oldugundan asimptotik dagilim, Z standart normal rasgele degiskeni

. . A2 2 . . . - .

gostermek tizere, Jn (W5 — &%) nin asimptotik dagilimi n — oo iken

W2 = 1%) =\n Wy = )W, + 1) ——> 0 Z 2 =N(0, 40" 1%

seklinde olur.

b) Simdi, x>0 veher i=12,3,... i¢gin W, >0 olsun. Bu durumda, n— oo iken

log(W,) ——log(x) ve vn(logW,) —log(x))—=—>N(0, o* / 1/°)
dir. g(x)=log(x) fonksiyonunun g noktasi komsulugundaki birinci dereceden Taylor serisi

ac¢ilima,

o (W,) = g(u)+9'(u)(\/\7n—ﬂ)+%g”(ﬂ)(\/\7n—ﬂ)2+%9(3)(u)(\/\7n—ﬂ)3+---

olup bunu
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= ’ Vi 1 " *NANT
9Wn) = 9(k)+ 9 (1) W = 1)+ 0" (1tn) W = 1)°
seklinde yazabiliriz. Burada n — oo iken,
gW,) —g(1) = g'(1) W, — 1) + Op (L/ /)
olacagindan n-—oo iken IOg(\/\_In)—P>Iog(/1) elde edilir. Ayrica, g(x)=Ilog(x) igin
9'(x)=1/x ve g"(x) =—1/x* olup z, =1/ 4? dir. Tiirevler yerine yazildiginda,

L

* (V\_/n - ﬂ)z
21,

goﬁn)—g(u)ﬁ(vvn—u)—
ve

goﬁn)—g(mzi(vvn — ) +0p (/1)
esitlikleri yazilir. Buradan da,

n(gW,) - g(u))= p*n (W, — 1) +Op (11 /n)
esitliginden asimptotik dagilim

In(gW,) - g(u) —2>u'eZ =N(0, o/ 1)
seklinde elde edilir.

¢) g(x)=1/x almrsa, g(u)=1/p parametrik fonksiyonu icin 1/W, tahmin edicisi

diisiiniilebilir. Boylece, g(W,)=1/W_ fonksiyonunun u noktasi komsulugundaki Taylor serisi

acgilima,

gW,) =1/W, = 5t = 12 W, — 1) + 0.5 > (W, — 1) —+...
olup birinci derece agilim

W, = ™)== In(W, — 1)+ Op (17 /)
seklindedir. Buradan asimptotik dagilim n— oo iken,

W, =) —B- P02 =N(0, 0/ u')
seklinde elde edilir.

d) (X;j,Y;) iki boyutlu bagimsiz ortalama vektori ile varyans-kovaryans matrisi

(o}

p= (1t 1y) ve ZZLZ :ﬂ
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olan ayni dagilimh rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. Z, = =X Yn istatistiginin asimptotik
dagilimini bulmak isteyelim.
Bunun igin, g(X, y) = Xy denirse fonksiyonun her iki bilesenine gore tiirevleri vardir ve kismi

turevler,

0g(xy)_y 29(xY) _, 079(%Y) _0°(4Y) o e OTGNY) _O7O(KY)

O X oy ox2 oy’ OXoy 0y OX

seklindedir. Ayrica merkezi limit teoremine gére N — oo iken,
In(X, - )l o, —2>N(0,) ve Jn(¥, - )/ o, —2>N(0,1)
dir. Diger taraftan

(X = 1)Y= 11,) = 0p (1/\n)Op (1/</n) = Op (1/ )

dir. Buradan, g(X,y) fonksiyonunun g noktasi komsulugundaki Taylor serisi agilimi,

_ ag e 2 Y,
XV )=0(u, Ko =t )ty i
9( n n) g(:ux IUY) aXX/lx,y=yy( 'ux) ayx—,ux,y_,“y( ) IUX)
g g
1 B ox2 OXoy X —H i
+E(Xn_ﬂX’Yn_'uX) 82_9 29 {Y_nn_luxx} + kalan terim
oyox  ay?

—X=py, Y=Hy

seklinde olup tiirevler yerine konuldugunda,
9 (X0 Vo )= XY =0 (200 1y ) + 1y (K = )+ 1 (Yo = 125
2 (K= ) (T =15+ Op (1) + 2 (%~ ) (Ko ) +Op (2/)
esitligi elde edilir. Buradan da asimptotik dagilim n—>oo iken,
Jn(X,Y, —ux/vty)=uyﬁ(>z = 1)+ N (Y, = )
,uX)(Y ,uy)+§(Y — 1y )( Xy = 1)+ Op (1/4n)

3

+op(1/Jﬁ)—D>N(o,a§)

3

ﬂx
Y. ,uy
olarak elde edilir. Burada,

Oxx  Oxy | | Hy
o7 =1y, 1)

Oyx

{
ol
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dir. Aslinda bu sonug, asimptotik dagilimin normal oldugunu (yani, (X, —z,,Y, — ,uy)' nin iki
boyutlu) oldugunu géstermeye yetmez.

Problemin ¢oziimiinli tamamlamak igin, asimptotik dagilimin iki boyutlu normal oldugunun
gosterilmesi gerekir. Merkezi limit teoremi tek degiskenli rasgele degisken dizileri i¢in verildi. Bu
sonug, ¢cok degiskenli rasgele degisken dizileri i¢in genellenemeyebilir. Bu iki istatistigin, herhangi

bir lineer birlesiminin asimptotik normal oldugunun gdsterilmesi gerekir (Serfling, 1980). Bunun

igin, 4 =(4,4,) #0 ve 4’2 1 >0 olacak sekilde bir 4 igin

\/ﬁ(in_lux) —(ﬂi ) \/ﬁ()zn_/ux)

‘/H(Vn_”y) | */H(Vn_'“y)
=V 4Ky = 1)+ 2o (Vo - )|

_ ﬁ{

n

A =ﬂ1\/ﬁ(>zn_/ux)+ﬂ’z‘/ﬁ(Y_n_ﬂy)

3 19 _
i_l(ﬂi(xi — )+ A (Y; —uy))}:ﬁézi =Jn Zn—D>N(O,0'22)

elde edilir. Burada, Z; =4;(X; — )+ A, (Y; — ) ler bagimsiz beklenen degeri sifir varyansi

07 = MO+ 150y + 24000y, = A/ T 4 dir®
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