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9.3. Hata Olasihiklan ve Gii¢ Fonksiyonu
Bir hipotez (ya da iddia) ya dogrudur ya da degildir. Bir deneyin sonuglarindan elde edilen

gozlem degerlerine gore H( yokluk hipotezi red edilir ya da red edilemez. Ayrica, gercekte Hy
dogru olmasina ragmen, gozlem degerlerine gére Hg red edilebilir. Bu durumda bir hata yapilmis
olur. Bu hataya birinci tiir hata denir. Tersine, gergekte Hpy dogru olmamasina ragmen, verilere
gore Hg yokluk hipotezi red edilemez. Burada da bir hata yapilmis olur. Bu hataya da ikinci tiir

hata denir. Ornegin, bir paranmn diizgiin (hilesiz) olup olmadigini arastirmak icin para 100 defa
atilsin. Gelen turalarin (veya yazilarin) sayist gozlenerek paranin diizgiin (hilesiz) olup olmadig:
arastirilmak istendiginde, eger gelen turalarin oram1 1/2 ye yakin ise paranin diizgiin oldugu
sOylenebilir. Gelen turalarin sayis1 40 dan az ve 60 dan fazla ise paranin diizgiin oldugu yokluk
hipotezi red edilir seklinde bir kural da olusturulabilir. O zaman, 6rnegin 60 dan fazla tura
gozlendiginde paranin diizgiin olmadig1 sonucuna varilir. Oysa, para diizglin olmasina ragmen, 100
defa tura gézlenmesi olasidir. Dolayisi ile, burada da kontrol edilemeyen bir hata yapilmistir. Bu

hata birinci tiir hatadir. Yani, ger¢ekte, Hpy dogru olmasina ragmen gozlem degerlerine gore Hy

yokluk hipotezi red edilmistir.

Bir siniftaki istatistik dersinin basarisi ile ilgilendigimizi diigiinelim. Bir grup 6grenci dersi
veren Ogretim liyesinden sikayet¢i olmak amaci ile sinif ortalamasinin olduk¢a diisiik oldugunu
iddia ediyor olsun. Gergekte sinif ortalamasi yiiksek olabilir. Oysa sikayete gelen dgrenciler diigiik
not alan 6grenciler olacagindan, bu 6grencilerin notlar1 dikkate alindiginda 6grencilerin iddias1 red
edilemez. Dolayis1 ile, gergekte simif ortalamasi yiiksek olmasina ragmen, sikayete gelen
ogrencilerin notlar1 dikkate alindiginda 6grencilerin iddiasi1 red edilemez. O halde, bir hata
yapilmustir. Ancak, burada 6rnek degerler olarak sikayete gelen 6grencilerin notlar1 dikkate almak
istatistiki olarak anlamli degildir. Bu durumda yapilan hata degil, yanlistir. Oysa, rasgele bir

ornekleme yapildiginda, 6rnekleme bu 6grenciler de ¢ikabilir. Bu hatalar asagida tablo halinde

verilmistir.
Karar
H, red edilemez H, red edilir
Dogru - = TS
. H, dogrudur Dogru Karar Birinci Tiir Hata
Hipotez ]
H, dogrudur Tkinci Tiir Hata Dogru Karar

Hipotez testlerinde amaglarindan biri, bu hatalar minimum olacak sekilde yontemlerin ya da

test kurallarin gelistirilmesidir. Hatalart minimum yapmak yerine hata olasiliklar1 minimum
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olacak yontemlerin gelistirilmesi tizerinde durulur. Genel olarak birinci tiir hata olasilig1 sabit
tutularak ikinci tiir hata olasilig1 en kiigiik (minimum, yani giicii en fazla) olacak sekilde yontemler
gelistirilmeye calisilir.

Tanim 9.3.1 Birinci tiir hata olasihigina testin anlam diizeyi denir ve ¢ ile gosterilir ®

Tamm 9.3.2 H( yokluk hipotezinin red edilmesi olasiligina testin giicii denir ®

Bir testin glicii parametrenin fonksiyonu olup, genelklikle S3(8) ile gosterilir. Yani,

Hp:0e®y karsi H,:0€0j

hipotez testi problemi icin S =Py (Ikinci tiir hata) olmak iizere testin gii¢ fonksiyonu,

0)=Py(Hy Redy=1 &+ V€
pO=RHo R "

seklinde ifade edilir.

Ornek 9.3.1 Xq,Xo,...,X,, beklenen degeri g, varyans1 100 olan normal dagilimdan bir
orneklem olsun. Hq: =100 hipotezini H,:x >100 alternatif hipotezine kars1 test etmek
isteyelim. Birinci tiir hata olasiliginin en fazla 0.025 ve g =110 i¢in ikinci tiir hata olasiliginin da

en fazla 0.05 (yani 4« =110 da testin giiciiniin en az 0.95) olmas1 arzu edildiginde n 6rneklem

hacmini yaklasik olarak bulmak isteyelim.

Bdyle bir problem igin test istatistiginin,

1, % =c
ﬂ&—{oy iy

seklinde oldugunu biliyoruz (Ornek (9.2.1b)). Buna gére, testin birinci tiir hata olasilig1 igin
0.025 = P(Birinci Tiir Hata) = P,,_10o (X, > C)

Jn(X,, —100) N Jﬁ(c—lOO)]:P[Z § Jﬁ(c—lOO)J

=P,
#=100 ( 10 10 10

esitliginden \/ﬁ(c—loo)/10=1.96 bulunur. Yani, ¢ =100+ (19.6/+/n) dir.

Ayrica, testin giicliniin en az 0.95 olmasi beklendiginden, £(110) =0.95 olmasi i¢in,

Jn(X,, —110) N Jn(c-110)
10 10

0.95= P,u=110 ( HO red) = P,u=110 ()zn > C) = P,u=110 {

olup, normal dagilim tablosundan \/H(C —110)/10=-1.645 ya da c=110-(16.45/ Jn)

bulunur. Buna gére, 100+ (19.6//n)=110—(16.45//n) esitliginden +/n =3.605 ya da



n=12.996025 bulunur. Ancak, n orneklem hacmi oldugundan bir tamsay1 olmak zorundadir.
Yani, n =13 alinmalidir.
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-1.645
Sekil 9.3.1 Ornek (9.3.1) deki hipotez testi problemine ait bélgenin alan:

O halde, birinci tiir hata olasiliginin en fazla 0.025 ve ikinci tiir hata olasiliginin da en fazla

0.05 olmasi igin deneyin en az 13 defa tekrarlanmasi gerekir. Yani, n =13 dir®

Hata olasiliklar1 ve testin giicii hipotezlere ve parametrelere bagli oldugu gibi, 6rneklem
hacmine de baghdir. Bilindigi gibi, test kuralinin belirlenmesi 6énemlidir. Bunun i¢in de, dnceden
belirlenen bir o degeri testin anlam diizeyi olarak alinir ve ¢ sabitinin degeri segilen o degerine
(birinci tiir hata olasiligina) bagli olarak belirlenmeye ¢alisilir. Buradaki ¢ sayisina testin kritik
degeri denir. Bu kritik degerler, normal dagilimli kitleler i¢in tablolardan bulunur. Bazen, 6rneklem
hacmi yeterince bliyliik ve merkezi limit teoreminin kosullar1 gegerli ise, yine dagilim tablolari
(beklenen deger i¢in normal ve t-—dagilim tablolari, varyans icin ki-kare dagilim tablosu,
varyanslarin karsilagtirilmasi gibi durumlarda da F dagilim tablosu) kullanilir. Diger durumlarda

bu kritik degerler ayrica belirlenmelidir.

Ornek 9.3.2 Xy, X5,..., X,, parametresi & olan telenmis iistel dagilimdan (Ornek 9.2.3)) bir

orneklem olsun. X lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

e (x0) , X=>46
0 , d.y.

f(x;H):{

olup onceden belirlenen €, sayist igin Hp:0 <6, yokluk hipotezini H,:0> 6, alternatif

hipotezine kars1 test etmek isteyelim. Xq) = min{x, X5,..., X} olmak tizere test fonksiyonunu

B 1, X(l) >C
-

olarak yazmistik (Ornek(9.2.3)). Buradaki ¢ degerini belirlemek icin, testin anlam diizeyi olan

belirlenen bir « sayisi (birinci tiir hata olasiligi) 6nceden belirlenir. Buradan da,

o =Py, (Ho Red) =Py (X >c)=e ")



esitliginden, c=6, —n_lln(a) bulunur. Goériildiiga gibi, kritik deger n 6rneklem hacmi ile
onceden belirlenen « sayisina baglidir ®

Testin glicii, parametrenin ve Orneklem hacminin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon, bazen
analitik olarak elde edilebilir. Bazen, parametrenin monoton artan veya azalan bir fonksiyonu olarak

da karsimiza ¢ikabilir. Orneklem hacmi biiyiidiikge testin giicii de artar.

Ornek 9.3.3 N(u,0?) dagilimindan bir drneklem X1, Xo,.ot, Xy Ve o2 biliniyor olsun.

Ho : 1 < 1y yokluk hipotezinin H @z > 14 alternatif hipotezine kars: test edilmesi problemini

ele alalim. Bu problem i¢in olabilirlik oran testi,

¢(X):{1 ) \/H(Yn—‘uo)/0>c

0 , dy.
seklindedir. Birinci tiir hata olasiligi (testin anlam diizeyi) ¢ 6nceden belirlenmis olsun. Buna gore,
a =P, (Hy Red)=P, (Vn(X,- )/ o>c)=P(Z>c)
olup normal dagilim tablosundan P(Z >z,) =« olacak sekilde c sayisi (C =z, ) belirlenir. Bu

hipotez testi problemi i¢in gii¢ fonksiyonu,

B(u)=P,(Ho Red) = P#(\/ﬁ()?n — o) o >1,)
=P, [N (X =)/ o > 2, =\In(u=pg) 1 61 = P(Z > 2, =N (11— p10)  0)
esitliginden f(u)=P(Z >z, —\/ﬁ(,u—,uo)/a) seklindedir. Onceden belirlenen «, n, o ve
Uy degerleri yerine konarak gii¢c fonksiyonunun degerleri, normal dagilim tablosundan bulunarak
asagidaki tabloda verilmistir. Testin gii¢ fonksiyonunun grafigi de x ve n ye gore asagidadir (Sekil
(9.3.2)). Tablo ve grafiklerden de goriildiigii gibi, testin gii¢ fonksiyonu x# ve n ye goére artandir.
Gii¢ fonksiyonu, 6rneklem hacmine gore artan olmasina ragmen, alternetif hipotezin yoniine bagh

olarak u ye gore artan ya da azalan olabilir. Tablo degerleri n =100, o =0.05 , % =100 ve

4o =10 igin hazirlanmustir.

H 8 9 10 11 12 13 14
B(1) | 0.00013 | 0.00408 | 0.04998 | 0.25946 | 0.63871 | 0.91229 | 0.99074
H 15 16 17 18 19 20

ﬂ(u) 0.9996 | 0.99999 | 1.000 1.000 1.000 1.000




B 100 GO _B,U2)

1 14
0.8 4 0.8 4
0.6 1 o 0.6
g g
0.4 4 0.4
0.2 0.2 4
n 3

0 [e]
n =100 sabit, u ye gore gii¢ fonksiyonu 1 =12 sabit, n ye gore gii¢ fonkaiyonu
Sekil 9.3.2 Gii¢ Fonksiyonunun Grafigi

Acikca gorildiigi gibi,
B(uy)=P(Z>1z,)=a olup, lim p(u)=0ve lim g(u)=1
H—> —© H—> ®
dir. & =0.05 igin z, =1.645 olup, s, =10, 6 =100 ve « =0.05 icin n 6rneklem hacmi sabit
tutularak u ye gore, =12 sabit tutularak da n ye gore gii¢c fonksiyonunun grafikleri Sekil (9.3.2)
de verilmistir. Her iki grafikte de gii¢ fonksiyonu g ve n nin artan bir fonksiyonudur.

Ayn1 Orneklem dikkate alinarak, H,:u 2> g, yokluk hipotezinin H, :u < g, alternatif

hipotezine karsi test edilmesi problemini ele alalim. Bu durumda test fonksiyonu,

1, In(X,—m)lo<c
#(x) =
0 , dy.
olup birinci tiir hata olasiligt & nin 6nceden belirlendiginde ¢ kritik degeri,
a =P, (Hy Red)=P, (Vn(X,- 1)/ o <c)=P(Z >c)

esitliginden ¢ = -z, olarak belirlenir. Gii¢ fonksiyonu ise,

B(u) =P, (Hy Red) =P, (Vn(X, - )/ & <~2,)
=PI (X~ ) & <=2, =n(u~ 1) 1 61 = P(Z < ~2,, ~In(tt = p15) | 0)
esitliginden fB(u)=P(Z <-z, —\/ﬁ(,u—yo)/a) seklinde olur. Yine, o =0.05 i¢in z, =1.645
olup, 4, =10, o2 =100 ve a =0.05 i¢in, n drneklem hacmi sabit tutularak x ye gore, u =12

sabit tutularak n ye gore testin gii¢c fonksiyonunun grafikleri (Sekil (9.3.3)) asagidadir. Burada gii¢

fonksiyonu u ye gore azalan, n 6rneklem hacmine gore artandir. Yani her iki durumda da testin

gii¢ fonksiyonu, n 6rneklem hacminin artan bir fonksiyonudur.



B 00 (WD B, (3

1 1
0.8 0.8
.;:J', 0.6 1 E,_g,_ 0.6
-0 - oy -0 - ”
n =100 sabit, u ye gore gii¢ fonksiyonu 1 =8 sabit, n ye gore gii¢c fonkaiyonu

Sekil 9.3.3 Gii¢ Fonksiyonunun Grafigi

Ayni 6rneklem kullanilarak, Hy @z = g, yokluk hipotezinin H, : u # 1, alternatif hipotezine

kars1 test edilmesi problemi igin test fonksiyonunun,

¢()~():{; , |£Fin_ﬂ0)/6| >C

seklinde oldugunu biliyoruz. ¢ birinci tiir hata olasiligi dnceden belirlendiginde kritik deger

normal dagilim tablosundan € =z,,, olarak bulunur. ®(x) standart normal rasgele degiskenin

dagilim fonksiyonunu gostermek iizere testin gii¢ fonksiyonu,

B(u) =P, (Ho Red) = P, (Nn (X~ 416) 7| > 252) =1=P, (NN (X = 19) 7| < 257)
(X, - 1) ANy =g+ =)

1- Py [_Za/Z <———n 00 Zoip |=1- P ~Zgpp < 2 Sy

o o
=1-P (—z /2<\/_(X ,Uo)<Z 2} 1_ P,,(—Za/zﬁ\/ﬁ(in_'“ﬂ_m)Sza/z]
:1—Pﬂ(—z ,2_\/_(/1 to) . «/_(X SZW]

- _Py(_zalz_\/ﬁ('u_'u())S\/H(Xn_’u) SZa/Z_MJ

(o} o o
=1- Pﬂ(—zalz—Mgz < Z“/Z_MJ

esitliginden
ﬂ('u)zl_Pu(_Zaz—MSZ Szalz_M]

olarak elde edilir.
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Sekil 9.3.4 Cift yolii hipotez testi problemi i¢in gii¢ fonksiyonu

Testin gii¢ fonksiyonunun grafigi yukarida Sekil (9.3.4) de verilmistir. Grafikten de goriildiigi
gibi, giic fonksiyonu belli bir yere kadar azalmakta (=10 noktasina kadar) daha sonra

artmaktadir. Fonksiyonun g =10 noktasindaki degeri 0.05 dir

B, () £,U2)
0.9 4 1 4
(%]
0.7 0.8 4
2.6 0.6
S o g .
03
0.2 0.2 4
01 L 72
o o
Testin giicti (u =8 sabit) Testin giicti (x =12 sabit)

Sekil 9.3.5 Giig fonksiyonunun grafigi

=005 igin z,,=196 olup, n=100, x4, =10 ve ©*?=100 icin gii¢ fonksiyonu
B(1)=1-[®(11.96— 1) - D(B.04— )] seklindedir. Alternatif hipotez ister <10 isterse

4 >10 olsun, 6rneklem hacmi arttik¢a testin giicii artar. Yukarida, iki 6zel durumda igin grafikler
verilmistir @

Hipotez testlerinde, testin anlam diizeyi yani birinci tiir hata olasilifi ¢ok dnemlidir. Hemen
hemen biitiin istatistiki sonug ¢ikarimlar testin anlam diizeyine baghdir. Ayrica testin anlam diizeyi

glic fonksiyonunun H hipotezi altindaki degeridir. Fonksiyonun H; hipotezi altindaki degerine

gore o — diizeyli ve o —0lgekli testler tanimlanir.

Tanmim 9.3.3 Giig fonksiyonu £(8) olan bir teste, sup B(0) = « ise a—dlgekli (size- a ) test,
0<0,

sup B(0) <a ise a—diizeyli (level- «) test denir®
0<0,

Ornek 9.3.4 a) Bir istatistik sinavindan 6grencilerin aldig1 notlar beklenen degeri u , varyansi

0% =144 olan normal dagilima sahiptir. Asagida kiigiikten biiyiige siralanmis veriler

bulunmaktadir.

Rasgele secilen 68 6grencinin sinavda aldigi notlar
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18 18 20 20 21 21 21 25 26 27 28 29 30 30
30 30 30 30 30 31 31 32 33 33 33 3IH 35 35
36 36 36 36 38 38 38 38 38 39 40 40 40 40
40 41 45 45 45 45 46 46 47 47 48 49 50 50
51 51 51 53 56 5 56 59 59 63 64 67

Verilerden,

n n
3 x; =2645 ve Y x* =112211
i=1 i=1

degerleri hesaplanmustir. Hq @z <35 yokluk hipotezi H,:x>35 alternatif hipotezine karsi

o =0.05 anlam diizeyinde testi problemi i¢in test kurali,

¢(>~<):{1 . 68 (%, —35) /12> 1.645

0 , d.y.
seklinde olup z;, =~/68 (X, —35)/12>1.645 ise H, yokluk hipotezi red edilir.

Buradan, X,=38.39 olup, z,=~/68(X,—35)/12=2.68>1.645=2, oldugundan
Ho:x <35 yokluk hipotezi H,:u>35 alternatif hipotezine karsi red edilir. Testin giic
fonksiyonu,

B(u) = P,(Hy Red)= P(Z >1.645-/68(x—35)/12)
seklinde olup baz1 x degerleri i¢in giic fonksiyonun degerleri asagidadir. Bu verilere gore, sinif
ortalamasinin 35 den kiigiik ya da esittir yokluk hipotezi & =0.05 anlam diizeyinde H, : x> 35
alternatif hipotezine karsi red edilmistir. Hesaplanan ortalama X, = 38.39 olup testin bu noktadaki
(empirik) giicti 0.85 dir.

£ | 30 32 34 35 36 38 3839 39 40
p(u) | 000 000 00098 004995 0169 066 085 0.87 0.96.

b) X;,X,,..., X, parametresi & olan Poisson dagilimindan bir 6rneklem olmak iizere

Hy:0=0.1 yokluk hipotezi H,:0>0.1 alternatif hipotezine karsi test edilmek istensin. Bu
n

hipotez testi problemi i¢in test kurali da, Y =Y X; ve Y nin gézlem degeri de y olmak tizere
i=1

1, y=3
¢()~():{o , d.);/.

seklinde verilmis olsun. Yani, y=>3 ise H,:6=0.1 hipotezi red edilecektir. Ayrica,

Y ~ Poisson(1) olup testin anlam diizeyi,



a =P (Hy Red| Hy Dogru) = P, (Y >3)=1-P,_,(Y <2)
=1-[Pyy (Y =0)+ Py (Y =)+ P,y (Y =2)] =1-e'[5/2] = 0.08

olarak hesaplanir. Bu test yerine,

1, >4
¢1(>~<)={0 | d?;_

alinmis olsaydi, testin anlam diizeyi bu defa

a=P(HyRed|HyDogru) =Py_1(Y 24) =1-P,_1(Y <3)

olacakti. Boyle bir hipotez i¢in « =0.05 anlam diizeyinde bir test olusturmak istendiginde, bu
testlerden ikisi de kullanilamaz. Dy, ={0,1,2,3,...} oldugundan Y nin degerleri kesirli sayilar
olarak da belirlenemez. Bu durumda, W o6rneklemden bagimsiz basari olasiligi p olan Bernoulli

rasgele degiskeni olmak tizere test kuralini,

1, >4)veya (y=3 vew=1
¢2()~():{0 | d(.x;. ) veya (y )

olarak tanimlayalim. Burada,

0.05-0.019 31

p=PW =1 0.08-0.019 61

olup ¢,(x) testinin anlam diizeyi,

=Py (Y 24)+ Py (Y =3)P(W =1) =0.019+ (0.61)(31/61) = 0.05
olarak hesaplanir. Buna gore, Y =3 gozlendiginde H, yokluk hipotezi red edilir ya da red
edilemez. Yani, Y =3 gozlendiginde (31/61)=0.5 olasilikla H, hipotezi red edilir. Bu tir

testlere rasgelelestirilmis (randomized) testler denir &
Ornek 9.3.5 N(u, 0'2) dagilimindan bir 6rneklem Xy, X,,..., X, olsun. Hy @z = 1, yokluk
hipotezini H, : u # 1, alternatif hipotezine karsi test etmek icin test fonksiyonu,

1, X,<a wveya X,>b
#(x) = " "
0 , dy.

seklinde verilsin. Testin gii¢ fonksiyonunun grafigi Sekil (9.3.6) de verilmistir. Yani, gii¢

fonksiyonu g noktasinda en kiigiik degere ulasir. Bu deger de testin anlam diizeyidir. Buradaki,

a ve b sayilar1 6nceden belirlenmis olabilir. Boyle bir durumda, £, degerini a ve b sayilarina
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bagli olarak bulmak isteyelim. @ standart normal rasgele degiskenin dagilim fonksiyonunu

gostermek iizere testin gii¢ fonksiyonu,

R e o]

seklindedir.

. B(n)

LL

Wo—(a+b)/Z

Sekil 9.3.6 Citf yolii hipotez testi icin gii¢ fonksiyonunun grafigi

Daha acik olarak testin gii¢ fonksiyonu,
B(u)=P,(Ho Red) =P, (X, <a veya X, >b)=P,(X, <a)+P,(X, >b)
- o a- ,u b—u
=P,(X,<a)+[1-P,(X,<b)]=P| Z<——= |+|1-P| Z<——
a—u b—u
=0 +|1-®
(G/\/ﬁj { (o/\/ﬁﬂ

seklinde hesaplanmistir. Bu fonksiyonu minimum yapan degeri bulabilmek i¢in fonksiyonun birinci

tiirevi sifira egitlenir. Z ~ N(0,1) olmak tizere dagilim fonksiyonunun tiirevi olasihik yogunluk

fonksiyonudur. Dolayisi ile gii¢ fonksiyonunun tiirevi,

B ()= @( ,fj @'(j,‘j%}ﬂfz[f%faj‘f{%ﬂ

olup f'(x) =0 yazilarak £(u) fonksiyonunu minimum (belki maksimum) yapan deger bulunur.

Buradan,

rir-0= 6 2] 24 |0 ) 255

elde edilir. Dolayzst ile,
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(o) ()= el A el )
@ﬁp[—%} = exp{—MJ & (b—,u)2 = (a—y)2

20

denkligindeki (b— 1)® =(a—u)? ifadesi diizenlenirse x=(a+b)/2 bulunur. Yani, S(u) giic
fonksiyonunu minimum yapan deger u=(a+b)/2 dir. Testin gii¢ fonksiyonu g, noktasinda

minimum oldugundan g4, = (a+b)/2 alinir (Bkz. Sekil (9.3.6)) ©
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