3. HAFTA
Kosullu Beklenen Deger ve Kosullu Varyans

X ve Y rasgele degiskenler olmak iizere; Y =y verildiginde X’in kosullu dagilimi bulunabilir.
Yani (X/Y =y), f,,(x/y) olasilik fonksiyonuna sahip olsun. Bu kosullu dagilimdan, X

rasgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi bulunabilir.

Tamm: X ve Y Kesikli rasgele degiskenler olsun. Y =y verildiginde X’in kosullu beklenen

degeri

Hxpy-y = E(X/Y =Yy)
=ZXfX/Y(X/y)

biciminde elde edilir. Kosullu beklenen deger bir rasgele degisken gibidir. X’in kosulsuz
beklenen degeri E(X) bir sabittir. E(X /Y =) kosullu beklenen degeri, y’ye bagli bir sabittir.

Ormnegin E(X/Y =2), E(X/Y =3)’den farklidir. Bu nedenle, E(X/Y =Yy) ynin bir
fonksiyonu bi¢iminde algilanacak ve E(X/Y =y)=h(y) bi¢iminde ifade edilecek.
h(y) =E(X /Y =Yy) fonksiyonunu elde etmek igin

1) Secileny degerinde Y sabitlenecek
i) Y bu degerde sabitlendiginde, X’in beklenen degeri elde edilecek.

Ancak, Y’nin rasgele bir degerinde de fonksiyon elde edilebilir:

i) Y’nin rasgele degerini gozle
ii) Gozlenen rasgele degerde Y’yi sabitle

iii) E(X/Y =go0zlenen rasgele deger) ’i elde et

Buradan E(X/Y)=h(Y) rasgele degiskeni elde edilir. Bu ifadede de rasgelelik X’den degil,

Y’den gelir. Yani E(X /Y) kosullu beklenen degeri rasgele bir degiskendir.

Ornek: X ve Y rasgele degiskenleri icin

1/8 , y=1
f,(y)=47/8 , y=2
0 , dy.

ve



314 |, x=2y
fuy(X/y)y=41/4 , x=3y
0 , d.y.

olsun. E(X /Y =Yy) degerini elde ederek, E(X /Y) ’nin dagilimini bulunuz.

Coziim: f,(y)’ den f,, (x/y) kosullu dagilimi

3/4 | x=2 3/4 |, x=4
fuy(X/)=41/4 , x=3 ve f,,(x/2)=41/4 , x=6
0 , d.y. 0 , d.y.
olarak elde edilir. Bu kosullu dagilimlardan
E(X/Y =1)=) xfy,(x/1) E(X/Y =2)=) xfy,(x/2)
:2§+31 ve :4§+61
4 4 4 4
_9 _18
4 4

sonuclari elde edilir. Buradan

9/4 |, y=1

E(X/Y:y):{lsm y=2

dir ve bu sonuglar y’ye bagl sayilardir.
Simdi

9/4 , Y=1 (1/8 olasilig ile)

E(X/Y)=
( ) {18/4 , Y =2 (7/8olasilig: ile)

olarak alalim. Boylece

1/8 , E(X/Y)=9/4
feoxm) (E(XTY))=17/8 , E(X/Y)=18/4
0 , dy.

dir. Buradan da goriildigii gibi E(X /Y) bir rasgele degiskendir. Burada rasgelelik X’de degil,
Y’dedir.

Kosullu varyans da benzer bigimde bulunur.



Tamm: X ve Y rasgele degiskenler olsun. Y verildiginde X’in kosullu varyansi

Var(X /Y)=E(X*/Y)-[E(XIY)]
= E[(X _ﬂxlvzy)z Y]
ile verilir.

Beklene degerde oldugu gibi Var(X /Y =vy), y’ye bagh bir sabittir. Ancak Var(X /Y)bir

rasgele degiskendir.

Ornek: Bir 6nceki 6rnekde verilenleri géz dniine alarak Var(X /Y =y) degerini elde ederek,

Var(X /Y)’nin dagilimini bulunuz.

Coziim: Var(X /Y =y)=E(X*/Y =y)-[E(X /Y =y)]J? dir. X ve Y rasgele degiskenleri igin

1/8 , y=1 314 , x=2y
f,(y)=17/8 , y=2 ve . (x/y)={1/4 | x=3y

olarak verilmis ve f,, (x/y)’ninkosullu dagilimi

3/4 | x=2 3/4 |, x=4
fuy (XI)=41/4 , x=3 ve f,,(x/2)=41/4 , x=6
0 , d.y. 0 , d.y.

olarak elde edilmisti. Bu kosullu dagilimlardan

E(X/Y =1)=) xfy,(x/1) E(X?/Y =1) =) x* f,,, (x/1)
_3.51 ve _p3. 2l
4 4 4 4
_9 _a
4 4

Var(X /Y =1)=E(X?/Y =) -[E(X /Y =D]

4 4

3

16

ve



E(X/Y =2)=) xfy,(x/2) E(X?1Y =2)=)"x*f,,, (x/2)

:4§+61 ve :42§+621
4 4 4 4
18 &
4 4

Var(X /Y =2)=E(X?*/Y =2)-[E(X /Y =2)]

_%_(QT
4 4

12
16

sonuglar elde edilir. Buradan

3/16 , y=1

Var(X 1Y =y) =
( ) {12/16 , y=2

dir ve bu sonuglar y’ye bagl sayilardir.
Simdi

3/16 , Y =1 (1/8 olasilig: ile)

Var(X /1Y) =
( ) {12/16 , Y =2 (7/8olasuig ile)

olarak alalim. Boylece

1/8 , Var(X/Y)=3/16
frarxvy(Var(X/Y))=47/8 , Var(X/Y)=12/16
0 , dy.

dir. Buradan da goriildiigii gibi Var(X /Y) bir rasgele degiskendir. Burada rasgelelik X’de
degil, Y’dedir.
Teorem : Kosullu Beklenen Deger ve Varyans i¢in Bazi1 Sonuglar
Asagidaki biitiin beklenen degerler sonlu ise her X ve Y kesikli rasgele degiskenleri i¢in
i) EX)=E/[E(X/Y)]
i) g’nin her fonksiyonu i¢in

E(9(X))=E/,[E(9(X)/Y)]
iii) Var(X) = E, [Var(X /Y)]+Var, [E(X /Y)]



Burada E, ve Var,, Y iizerinden beklenen degeri ve varyansi gostermektedir.
Ispat : i), ii)’ nin 6zel durumu oldugundan, i)’ nin ispat1 verilmeyecek.
i) Her hangi bir g fonksiyonu i¢in E(g(X))=E,[E(9(X)/Y)] oldugu

gosterilecek. Esitligin sag tarafindan ise baslanilir ise

E,[E(9(X)/Y)]=E, {ZQ(X)P(X = X/Y)}

=Z{ZQ(X)P(X =xIY = y)}P(Y =Y)
=2 D g(IP(X =x/Y =y)P(Y =)
=Y g(x)D_P(X =x/Y =y)P(Y =)
=> gD P(X=xY=Yy)
X y
=> g(x)P(X =x)
=E(9(X))
olur.
iii) Var(X)=E,[Var(X/Y)]+Var,[E(X/Y)] oldugunu gostermek icin burada da
esitligin sag tarafindan ise baslanilsin.
E,[Var(X /Y)]+Var, [E(X /Y)]=E, [ E(X*/Y)=(E(X /Y))* |+E, [(E(X /Y))* |-[E, (E(X )
=E, [E(X*/Y)=(E(X/Y))* |+E, [ (E(X /Y))ZJ—[E(X)]Z
=E [E(X*1Y)]-E, [(E(X V) [+ E [ (E(X 1Y) ]-[E(X)]
=E,[E(X* /1Y) ]-[EX)]
=E(X?)-[E(X)]
=Var(X)

sonucu elde edilir.
Soru: X, X,, X, rasgele degiskenleri i¢in
Cov(X,, X,) =E[Cov(X,, X,/ X;)]+CoVv[E(X,/ X,), E(X,/ X,)]

oldugunu gosteriniz.



Ornek: X ve Y iki rasgele degisken ve

f,(y)=pg’", y=12,.. (0<p<l,q=1-p)
ve

efﬂY (/1Y)X

fn (XIY) = X'

, Xx=0,1,...

olsun. X rasgele degiskeninin beklenen degerini ve varyansini bulunuz.

Coziim: Burada Y ~ Geomitrik(p) ve (X /Y) ~ Poisson(AY) dir.

Not: Bir deneyin bagimsiz Bernoulli denemelerinden olustugu kabul edilsin. ilk basar1 elde
edilinceye kadar bagimsiz denemeler yapilmaya devam edildiginde, ilk bagarinin elde edilmesi
icin gergeklesen deneme sayasi geometrik rasgele degiskendir. Burada p basar1 olasiligini ve
1—- p basarisizlik olasiligin1 gostermektedir.

1-p

2

Geometrik dagilima sahip bir rasgele degiskenin beklenen degeri E(Y) = 1 ve Var(Y) =
Y

dir. Ayrica Poisson dagilimimin beklenen degeri varyanst esit oldugundan

E(X/Y)=Var(X/Y)=AY dir.
Boylece

E(X)=E/[E(X/Y)]
=E, (1Y)
:/’LEY (Y)

A

P
ve

Var(X)=E, [Var(X /Y)]+Var,[E(X /Y)]
=E, (AY)+Var, (1Y)
= AE, (Y)+A%Var, (Y)
1 ,1-p
=A—+ A" —
p P

olarak elde edilir.



Ornek: X rasgele degiskeni yapraga birakilan bocek yumurta sayisini ve Y rasgele degiskeni

hayatta kalan yumurtalarin sayisin1 gostersin.
X ~ Poisson(1), E(X)=Var(X)=A4
(Y / X) ~Binom(X, p), E(Y/X)=Xp, Var(Y/X)=Xp(l-p),0<p<1

olmak tizere Y rasgele degiskeninin beklenen degerini ve varyansini bularak, X ve Y rasgele

degiskenleri arasindaki kovaryans ve korelasyonlari elde ediniz.
Coziim:

E(Y)=Ex[E(Y /X)]
=E, (Xp)
= pEx(X)
=pA

Var(Y) =E, [Var(Y / X)]+Var, [E(Y / X)]
= Ex (Xp(1-p)) +Var, (Xp)
= p(l- p)E, (X)+ p*Var, (X)
= pL-p)A+p°A
= pA-p°A+p°a
= pﬂ

Buradan, Y ~ Poisson(pA) dir.

Kosullu beklenen degerden kovaryan ve korelasyon hesaplanabilir:
Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)

dir ve yukaridaki sonuglardan, X’ kosul oldugunda, X ve Y rasgele degiskenlerinin

carpimlarinin beklenen degeri

E(XY)=E,[E(XY /X)]
=E,[X E(Y/X)]
=E, (XXp)
= pE(X?)
= p(Var(X)+E(X)?)
= p(A+4%)



dir ve

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

= p(A+2%)=(A)(p2)
= pA

olarak elde edilir. Buradan korelasyon katsayisi

Corr(X,Y)=py
_ Cov(X,Y)
JVar(X)Var(Y)

_PA

elde edilir.

Bazi Kesikli Cok Degiskenli Dagilimlar

Bu kisimda Multinomial (Cok terimli) ve ¢ok degiskenli Hipergeometrik dagilim kisaca

tanitilmaya calisilacak.

Multinomial (Cok Terimli) Dagilim

Oncelikle Binom dagilim1 kisaca hatirlayalim:

N tane bagimsiz deneme sayisi

Her denemede olas1 iki sonug
P(Basar:) = p (p sabit)

X rasgele degiskeni n denemedeki basarilarin sayisi

olmak tizere
X ~ Binom(n, p)

ve



f, (X)=P(X =X)

:(:] p*@-p)"™ , x=0,1,..,n

dir. Simdi asagidaki durumu diisiinelim:

e n tane bagimsiz deneme sayisi

e Her denemede olas1 Kk sonug

Kk
e P(iinci sonug) = p; (p, sabit), > p, =1

i=1

o X'=(X,X,,..., X,) rasgele vektor ve X, I inci sonugtaki basarilarin sayisi

olmak tizere X'=(X,X,,..., X,) rasgele vektorii, n tane bagimsiz deneme ve p,, p,,..., P,
parametreleri ile ¢ok terimli dagilima sahiptir ve
X ~ Multinomial(n; p,, p,, ..., P,)

bigiminde gosterilir. Buradan X'=(X,, X,,..., X, ) rasgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu

£ (0=P(X =)
=P(X; =%, X, =%,y X, =X, )

1 k k

= pipl.p* , x=01..n, X.=n, p, =0, =1
it PP X Z; p Z;p
dir. Buradan;
1 zzz fxl,xz,...,xk (X Xg e %) = (P4 P+ pk)n =1"=1
X X Xk

2. X,~Binom(n,p;) , i=L12,..,k
3. i#jicin (X;+X;)~Binom(n, p,+p;), i,j=L2,.,k
4. X, ~Binom(n,p;) , 1=12,...,k oldugundan E(X;)=np, ve Var(X,)=np,(1—-p,)

5. Cov(X;,X;)=-np;p;

6. Corr(X;,X,)=- L R
(- p)A-p;)

dir.



Ornek : iki farkl1 bolgede yasayan insanlarin kan gruplarma gore dagilimi asagidaki gibidir:

Kan Gruplar1
A B AB 0 Toplam
Bolgeler X 051 | 004 | 002 | 043 |1
040 | 010 | 003 | 047 |1

Her bir kitleden 30’ar birimlik 6rneklemler alindiginda; her kitle i¢in bu kisilerin 10 tanesinin

A, 4 tanesinin B, 1 tanesinin AB ve 15 tanesinin 0 grubu kana sahip olma olasiliklarini bulunuz.
Coziim: X ~ Multinomial (30;0.51,0.04,0.02,0.43)

Y ~ Multinomial (30;0.40,0.10,0.03,0.47)
dir. Buradan,

f, (X)=P(X,=10,X, =4, X, =1= X, =15)
]

10! 41 11 15!
=0.00045

(0.51)"°(0.04)*(0.02)*(0.43)"

ve

f! (X) = P(Yl :1OaY2 = 4,Y3 :1:Y4 :15)
10! 4111 15!
=0.0088

(0.40)°(0.10)*(0.03)*(0.47)"

olarak bulunur.

Cok Degiskenli Hipergeometrik Dagilim
Oncelikle tek degiskenli Hipergometrikdagilimi kisaca hatirlayalim:

¢ Bir kavanozda N tane top olsun
e Toplar 2 renkte ve M top siyah, N-M top beyaz renkli
e Kavanozdan iadesiz olarak n top ¢ekilsin

e Xrasgele degiskeni n denemedeki siyah toplarin sayisi

olmak uzere



X ~ Hipergeometrik(N, M, n)
olarak gosterilir ve olasilik fonksiyonu

f, (X)=P(X =X)

JAXANEX ) 04,20
N
o)
dir. Simdi asagidaki durumu diisiinelim:

e Bir kavanozda N tane top olsun

k
o Toplar k tane farkli renkte ve i renginde M, top olsun. Burada ZMi =N dir.

i=1
e Kavanozdan iadesiz olarak n top cekilsin

o X'=(X,X,,...,X,) rasgele vektorii, n tane bagimsiz deneme her bir renkte gelen
toplarin sayisi yani X, rasgele degiskeni n denemede i renginde olan top sayisini

gostermekt lizere

X ~ Multi.Hipergemetrik(N; M, M,,...,M,;n)
bigiminde gosterilir. Buradan X'=(X,, X,,..., X, ) rasgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu

fy (X)=P(X =x)
=P(X; =X, X, =Xy, X, =X, )

k |\/|i
=—~12  %=0L..,M, Y x=n >M=N
i=1

b

bi¢iminde verilir. Burada
X, ~ Hipergeometrik(N,M,,n) , i=12,....Kk

dir.



