KONU 4: DOGRUSAL PROGRAMLAMA MODELI iCiIN ¢OZUM YONTEMLERI — |

4.1. Digbiikeylik ve U¢ Nokta

Bir d.p.p.” de model kisitlarini ayni anda saglayan X:[X1 Xz...Xn]' karar degiskenleri

vektoriine ¢éziim denir. Eger bu X vektori, kisitlar ile birlikte negatif olmama kisitlayicisini
da sagliyorsa uygun ¢6ziim adini alir. Uygun ¢éziim alani, uygun ¢ozimlerin olusturdugu
kiimedir (butun kisitlari saglayan noktalar kiimesidir). Uygun ¢6ziim alanindaki X vektoriine
gore amag fonksiyonunun en blyik ve en kii¢clik degerini aldigi ¢6zUm en iyi ¢6ziim olarak
adlandirilir. En iyi ¢éziim dederi, en iyi ¢c6zim vektorine karsilik gelen fonksiyon degeridir.

Bir d.p.p.” ni ¢dzmek, tim uygun ¢éziimlerin icinden en iyisini belirlemektir.
Bir d.p.p.” nin uygun ¢6ziim alani disblikey kiimedir.

Disbiikey (konveks) bilesim: X,,X,,...,X,, ayni kiimenin farkli ¢c6zim noktalari iken
n
A ,i=1,2,..,n ve Zﬂi =1 olmak Uzere,
i=1
Xo =4 X + X, +..+ A4 X, (4.1)

biciminde elde edilen X, a verilen noktalarin disbiikey (konveks) bilesimi denir.

Ornek:
X;=[1 0 1] ve X, =[-1 2 1] ¢&ziim vektérlerinin disbiikey bilesimi 0< 4 <1, i=1,2,...,n

olmak Gzere,

X=/4X; + 24X,

=A[1 0 1]+(1-2)[-1 2 1]

=[2 0 A]+[A-1 2-221 1-1]
=[24-1 2-22 1]

olup, 4’ nin [O, 1] araligindaki her bir degeri icin X; ve X, vektérlerini birlestiren dogru

parcasi lzerinde yeni bir ¢oziim vektori bulunur.

A=0=>X=X,=[-1 2 1]
A=1=X=X,=[1 0 1]

;t=%:>x=[o 1 1]



Digbiikey kiime: X, ve X, ayni S kiimesinin farkli iki elemani iken, V X; #X, igin

X=X, +(1-2)X, , 0<A<1 (4.2)
biciminde elde edilen X’ ler de S kiimesinin elemaniise, S’ ye disbikey kiime denir.
Asagidaki Sekil 4.1’ de R?’ de yer alan disbiikey ve disbikey olmayan (icbiikey) kiime
ornekleri yer almaktadir. Burada, (a) ve (b) disbikey kiimeleri, (c) ve (d) disblikey olmayan

(icblkey) kimeleri gostermektedir.

(a) (b) () (d)
Sekil 4.1. R*’ de disbikey ve disbikey olmayan (icbiikey) kiime 6rnekleri

Bir d.p.p.” nin uygun ¢6zim alaninin disblkey olmasi, farkl iki uygun ¢oziime erisildiginde,

bunlari birlestiren dogru parcasi izerindeki her noktanin da uygun ¢6ziim oldugunu gosterir.

Ug nokta: Bir kiimenin farkh iki noktasinin disbikey bilesimi olarak yazilamayan noktasi var
ise, buna ug nokta (kése nokta) denir.
Uygun ¢6ziim alaninin ug¢ noktalari, amag¢ fonksiyonunun en iyi degerini sonlu elemandan
olusan bir kiime icinde arama olanagi vermesi bakimindan énemlidir. Diizlemde bir licgenin,
karenin, li¢ boyutlu uzayda bir prizma ve piramidin kdseleri birer u¢ noktadir.
Uc nokta ile ilgili asagidaki iki 6zellik d.p.p.” nin ¢6ziimiinde 6nem tasir. Bunlar:
i. Eger, d.p.p.” nin bir u¢ noktasi var ise bu nokta uygun ¢6ziim alaninin bir u¢ noktasidir.
ii. Amag fonksiyonu, en iyi degerini birden fazla u¢ noktada aliyorsa bu noktalarin her

disblikey bilesimi de en iyi cozimdiir.

Bir d.p.p.” nin ¢6ziimii ile ilgili onemli 6zellikler:
e Her d.p.p.” nin en iyi ¢6zUmi olmayabilir.
e Eniyi ¢cozimun varhgi kisitlara baglidir.

e Uygun ¢6zim alaninin durumu en iyi ¢dzimiin varligini belirler.



e Uygun ¢6ziim alani bos kiime ise ¢6ziim yoktur.

e Amag fonksiyonu uygun ¢6ziim alani Uzerinde istenen yonde sinirsiz ise en iyi ¢ozim
bulunamaz.

e Uygun ¢6zim alani, amag fonksiyonu minimum yapilmak istendiginde alttan, maksimum
yapilmak istendiginde Gstten sinirl olmalidir.

e Uygun ¢6zim alani bos olmadigl halde, amacg fonksiyonunun uygun ¢6ziim alaninda sonlu
olmadigi durumlarda sinirsiz ¢6zim vardir.

e En iyi ¢6ziim, uygun ¢6zim alaninin sinirlarinda olusur. Hi¢ bir zaman uygun ¢6zim

alaninin i¢ noktalarinda olusmaz.

4.2. iki Degiskenli Dogrusal Programlama Problemlerinin Grafiksel Coziimii
Bir d.p.p.” de karar degiskeni sayisi iki oldugunda uygun ¢6zim alaninin grafigini gizmek

mimkindir. Dogrusal kisitlarin her biri, dizlemde bir dogru olusturur. Bu dogrunun ikiye
ayirdigi diizlemin bir bolgesi ilgili kisiti saglayan ¢6zim vektorini (x =[x1 xz]) verir. Modelin
tum kisitlari ayni koordinat sisteminde cizilerek, kisitlari birlikte gerceklestiren [x1 xz]
ikililerinin olusturdugu kiime, uygun ¢6ziim alani olarak belirlenir.

iki degiskenli d.p.p.” nin amag fonksiyonu degeri c,, ¢, €R olmak tzere,

2y =C X, +6,X, (4.3)
biciminde olur. Her bir [x1 X2] ikilisi bunlara karsihk gelen z, amag fonksiyon degeri ile
birlikte ele alindiginda, dizlemden (¢ boyutlu uzaya gecis yapilir. Buna goére, diuzlemdeki
¢, X, +C,X, = sabit (4.4)
dogrusu, z,’ in verilen sabit degere esit oldugu izdisim dogrusudur. Farkli z, degerlerine
karsi gelen izdlisim dogrular gizildiginde, diizlemde birbirine paralel dogru demeti elde
edilir. Artan z, degerlerine karsi gelen paralel dogru demetinin, uygun ¢6ziim alanina ilk
girdigi nokta, min z, igin, uygun 6¢zim alanini son terk ettigi nokta max z, icin en iyi

¢Ozimddr.
Yukaridaki aciklamalara gore, iki degiskenli bir d.p.p.” nin grafiksel ¢ézimiinde yapilacak

islem adimlari asagidaki gibi 6zetlenebilir:



Adim 1: Problemdeki her bir dogrusal kisit bir esitlik olarak ele alinip, karsi gelen dogrunun
grafigi cizilerek, kisitlari ortak saglayan [x1 xz] ikililerinin oldugu bdlge taranir. Bu bdlge
“uygun ¢6zim alanl” adini alir. Adim 2’ ye gegcilir. Aksi halde, modelin kisitlarini birlikte
saglayan hicbir [x, x,] ikilisi yoktur denir ve durulur. Bu durum, “uygun ¢8zim alani bos

kiimedir, ¢6ziimstiz model sézkonusudur” demektir.

Adim 2: z,=c;x; +¢,x, amag fonksiyonuna bir baglangic z, degeri verilerek, karsi gelen
dogrunun grafigi cizilir. z,’a farkli degerler verilerek, baslangic dogruya paralel dogrular
cizilir. Artan z, degerlerine karsi gelen paralel dogrularin, uygun ¢6ziim alanina ilk girdigi
nokta, min z, icin, uygun ¢6zim alanini son terk ettigi nokta max z, igin en iyi ¢ézimdur.

Durulur. Aksi halde Adim 3’ e gegilir.

Adim 3: Paralel dogrular, z,” in azalan degerlerine gore sonlu bir en kiigiik degere sahip

’

degilse min z, icin, z,” in artan degerlerine gére sonlu bir en biylk degere sahip degilse
max z, icin sinirsiz ¢6zim vardir. Durulur. Bu durumda, amag fonksiyonu uygun ¢6zim alani

Uzerinde istenen yonde sonlu olmadigindan karar vericiye en iyi ¢6ziim 6nerilemez.

Problemin grafiksel ¢6zimu arastirilirken, paralel dogrularin uygun ¢6zim alanina ilk girisi
veya son c¢ikisi bir dogru parcasi boyunca oluyorsa, birden fazla u¢ noktada en iyi ¢céziim var

demektir. Bu durumda, ilgili dogru parcasi lizerindeki her [x, x,] ikilisi modelin en iyi

¢6zimi olup, “alternatif (secenek) ¢6zim” durumu s6z konusudur.

Ornek 1: (Uygun ¢6ziim alani ve en iyi ¢dziimiin var oldugu durum)

P: max Z=3X,+2X,
2X, +3X, <12
2X,+X,<8

X,,X,>0

biciminde tanimli d.p.p.” nin grafiksel yontem ile uygun ¢6ziim alanini belirleyerek, en iyi

¢O6zUim degerini elde ediniz.



Cozum:

X,=0,X,=4

Kisitl: 2X,+3X,=12=
X,=6,X,=0

X,=0,X,=8
X,=4,X,=0

Kisit2: 2X,+X, =8:>{

Tablo 1. Primal problemin u¢ nokta ve
¢O6zim degerleri

Degisken Amag

Ug nokta vektoéri fonksiyon
degeri degeri
A (0,0) 0
B (4,0) 12
C (3,2) 13
» X1 D (0,4) 8

Grafik 1. Primal problemin uygun ¢6ziim alani (u.¢.a.)

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuclara gore, verilen primal d.p.p.” nin optimal ¢6zim

vektori Grafik 1’ deki C noktasi olup, X =[3 2] ve amag fonksiyon degeri Z =13 tir.

Ornek 2: (Uygun ¢dziim alani ve alternatif/secenek ¢dziimiin var oldugu durum)

P: max Z=6X, +3X,
2X,+X,<8
2X, +3X,<12
X,<3
X, X, 20

biciminde tanimli d.p.p.” nin grafiksel yontem ile uygun ¢6zim alanini belirleyerek, en iyi

¢Oz(iim degerini elde ediniz.

Cozim:

X, =0, X,=8

Kisitl: 2X,+X,=8=
X, =4,X,=0



X, =0, X,=4

Kisit2: 2X,+3X,=12=
X,=6,X,=0

Kisit3: X,=3

Tablo 2. Primal problemin u¢ nokta ve
¢O6zim degerleri

Degisken Amag

4
Ug nokta vektori fonksiyon
\ degeri degeri
E
v

A (0,0) 0
0 B (4,0) 24

C 3,2) 24

D (1.5,0) 9

A E (0,3) 9

. X]

Grafik 2. Primal problemin uygun ¢6ziim alani (u.¢.a.)

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuglara gore, Grafik 2’ deki [BC] dogru parcasi tzerindeki
tim noktalar verilen primal d.p.p.” nin optimal ¢6zim degerleridir. [BC] dogru parcasi
Uzerindeki tim noktalar, probleme ayni ¢6ziim sonucunu vereceginden secenek (alternatif)

¢6zim olarak adlandirilir.

Ornek 3: (Sinirsiz Coziim)

P: max Z=3X, +X,
2X,+5X,210
3X,+X,26

X, X, 20

biciminde tanimli d.p.p.” nin grafiksel yontem ile en iyi ¢oziim degerini elde ediniz.

Cozim:
X,=0,X,=2
Kisitl: 2X,+5X,=10=
X, =5,X,=0
X,=0,X,=6
Kisit2: 3X,+X,=6=
X,=2,X,=0



Tablo 3. Primal problemin u¢ nokta ve
¢O6zim degerleri

Degisken Amag
Ug nokta vektori fonksiyon
degeri degeri
(5,0) 15
B (20/13, 18/13) 24
C (0,6) 6
2

Grafik 3. Primal problemin kisitlarinin olusturdugu alan

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuglara gore, Grafik 3’ de gosterilen kisitlarin ve negatif
olmama kisitlayicilarinin olusturdugu alan kapali olmadigindan karar degiskenlerinin degeri
sonsuza kadar artirilabilir. Karar degiskenlerinin degeri biylidikce amag fonksiyonun degeri

de artacaktir. Bu durumda verilen primal problemin sinirsiz ¢6zimu vardir.

Ornek 4: (Uygun ¢6ziim alani yok)

P: max Z=3X,+5X,
5X, +10X, <400
6X, +4X,<240

X, +X,290
X1, X,20

biciminde tanimh d.p.p.” nin grafiksel yontem ile en iyi ¢6zim degerini elde ediniz.
Coziim:

X, =0, X, =40

Kisit1l: 5X; +10X,=400=
X,=80,X,=0

X, =0, X, =60

Kisit 2:  6X, +4X, =240=
X, =40, X,=0

X, =0, X, =90

Kisit3: X, +X,=90=
X,=90, X,=0
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Grafik 4. Primal problemin kisitlarinin olusturdugu alan

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuclara gore, Grafik 4’ de gosterilen kisitlarin ve negatif
olmama kisitlayicilarini ayni anda saglayan bir kapali bolge yoktur. Problem icin kapali bir

uygun ¢6zim alani olmadigindan, problemin uygun ¢6zimi yoktur.

Ornek 5: (Uygun ¢dziim alani yok)
P: min Z=2X, +3X,
X, =X, 21
—2X, + X, >4
X, X, 20

biciminde tanimh d.p.p.” nin grafiksel yontem ile en iyi ¢6ziim degerini elde ediniz.

Coziim:
X, =0,X,=-1
Kisitl: X,—X,=1=
X,=1,X,=0
X,=0,X,=4
Kisit2: =2X,+X,=4=
X, =-2,X,=0
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Grafik 5. Primal problemin kisitlarinin olusturdugu alan

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuglara gore, Grafik 5’ de gosterilen kisitlarin ve negatif

olmama kisitlayicilarini ayni anda saglayan bir kapali bélge yoktur.

Ornek 6: (Artik kisit)

P: max Z=6X, +12X,
2X, +3X,<12
X,<3
X, +X,<8
X, X,20

biciminde tanimli d.p.p.” nin grafiksel yontem ile en iyi ¢6ziim degerini elde ediniz.

Coziim:
X,=0,X,=4
Kisitl: 2X,+3X,=12=
X, =6,X,=0
Kisit2: X,=3
X,=0,X,=8
Kisit3: X;+X,=8=
X, =8,X,=0



Xz

(3) Tablo 4. Primal problemin ug nokta ve
¥ ¢6zim degerleri
Degisken Amag
) Ug nokta vektori fonksiyon
degeri degeri
A (0,0) 0
(2)
v B (6,0) 36
C (3/2,3) 45
X1
D

\\ > (0,3) 36

Grafik 6. Primal problemin uygun ¢6zim alani (u.¢.a.)

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuglara gore, verilen primal d.p.p.” nin optimal ¢6zim

vektori Grafik 6’ daki C noktasi olup, X' =[3/2 3] ve amag fonksiyon degeri Z'= 45 tir.

Uygun ¢6zim alani 1. ve 2. kisitlar ile belirlenmistir. Grafik 6’ da belirtilen bolgenin elde
edilmesinde 3. kisit aktif olamayan kisit gériinimindedir. Buna gore, 3. kisit artik kisit olarak

adlandirilir.

4.3. Grafik Yontem ile Dogrusal Programlama Problemlerinin Céziimiinde Karsilasilan
Durumlar

e Uygun ¢ozimlerin bulunmasi durumunda, uygun ¢6zim alani konvekslik 6zelligine
sahiptir. Uygun ¢6zim alaninin sinirlarini dogrular olusturur.

e 7z,=CX +GCx, ile tanimh amag¢ fonksiyonunun sabit bir z, degeri i¢in, amag
fonksiyonu bir dogru ile gosterilir. Uygun ¢6ziim alaninin en az bir u¢ noktasi en iyi
¢OzUimddr.

e Birden fazla en iyi ¢6ziim olmasi durumunda (secenek ¢oziimler), amag fonksiyonu
birden fazla u¢ noktada en iyi degerine ulasir.

e Amac fonksiyonunun istenildigi kadar blyuk yapilabildigi durumlarda, hi¢bir uc nokta
en iyi ¢6zim olamaz. Sinirsiz ¢6zim durumu s6z konusudur. Sinirsiz ¢ozlimler en iyi
¢O6zim olarak adlandirilamazlar. Clinki en iyi ¢c6zim ancak amag fonksiyonu sonlu

degerli oldugunda bulunabilir.
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Karar degiskeni sayisinin ikiden fazla olmasi durumunda grafiksel yontem ile en iyi
¢O6ziime ulasmak zor olacaktir. Bu nedenle d.p.p.” nin ¢6zimu icin yeni yaklasimlar
gerekmektedir. Bu cergevede gelistirilmis en yaygin kullanilan yontem, “Simpleks

Yontem” dir.
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