KONU 5: DOGRUSAL PROGRAMLAMA MODELI iCiIN ¢OZUM YONTEMLERI - II
5.1. Simpleks Yontem
D.p.p.” nin bir baslangic temel uygun ¢oéziimiinden (u¢ noktadan) baslayarak, karsi gelen
amag¢ fonksiyonunun degerini de goz online alip, ardisik sayisal islemlerle en iyi ¢6zimi
arastiran bir yaklagimdir.
Uygun ¢6ziim bolgesinin bir ug noktasindan baslanarak, amag fonksiyonunu istenilen yone
gotliren uc noktalar gz 6niine alinip, komsu bir u¢ noktaya gecilmektedir. Boylece, modelin
tiim ug noktalari isleme girmediginden, yogun islem yiikiinden kurtulmus olunur.
Simpleks yontem,

e Tek bir noktada en iyi ¢6ziim,

e Birden fazla ug¢ noktada en iyi ¢6zim (segcenek ¢6ziim),

e Sinirsiz ¢6zim,

e Uygun olmayan ¢6zim,
gibi durumlara cevap vermektedir.
Bunlarin yani sira, modelin yapisinda veya parametrelerinde meydana gelebilecek muhtemel

degisimlerin en iyi ¢6zUmi nasil etkileyebilecegi de bu algoritma ile analiz edilebilmektedir.
Bir baslangic temel uygun ¢6ziim nasil elde edilir?

Temel: Bir vektdr uzayindaki vektérler a,,a,,...,a, olsun. Eger, a,,a,,...,a, vektorleri

i. Dogrusal bagimsiz,
ii. Vektor uzayini yaratiyor,
ise, bu vektor uzayi icin temel olusturur.
icin

Dogrusal bagimsizlik: Bir vektor uzayindaki vektorler a,,a,,...,a,

n
o, +oya, +..ta,a, =Za,.a, (5.1)
i=1

esitligi, tim «;,i=1,2,...,n icin saglaniyorsa, a,,a,,...,a, vektorleri dogrusal bagimsizdir. En

az bir ;#0, i=1,2,...,n ise, a;,a,,...,a, vektorleri dogrusal bagimlidir.



Vektér uzayini yaratma: a,,a,,...,a, bir vektér uzayinin vektérleri olsun. Eger, vektor

n

uzayindaki her vektér, a,,a,,...,a, vektorlerinin dogrusal bilesimi olarak gdsterilebiliyorsa bu

vektorler vektor uzayini yaratiyor denir.

Ornek 1: a, =[1 2 1], a,=[2 9 0] ve a,=[3 3 4] vektérleri £* igin bir temel midir?

Cozim: a;,a, ve a;’ Un dogrusal bagimsiz olmasi ve vektér uzayini yaratmasi gerekir.

-1,

Bunun yerine, A=[a1 a, a3] olmak tzere, Aa=b denklem sisteminde A"’ in bulunmasi

yeterlidir.

o,a, +o,a, +aza; =b

a1 2 1] +a,[2 9 0] +a5[3 3 4] =[b, b, b;]

o, +2a, +3a;=b,

20, +9a, +3a; =b, = Aa=b olacak bigimde a vektdri bulunmal.

o, +4a; =b,

Bunun igin A7 in bulunmasi yeterlidir.

A|:—1¢O olup, A tersinirdir. Buna gére, a,,a, ve a,; dogrusal bagimsiz
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vektorler olup, E? icin bir temel olusturur.

5.1.1. Dogrusal Programlama Problemlerinin Standart Bigimi

Bir d.p.p.” ne simpleks algoritmasini uygulayabilmek igin, 6ncelikli olarak verilen d.p.p.” i

mutlaka standartlastiriimalidir. Buna gore standart haldeki bir d.p.p. acik olarak

min/ max f(x):z;’:lcjxj
X =b , i=12,.,m 52)
X; 20 , j=1,2,..,n

biciminde tanimlanir. Matris goésterimi ile



min/max f(X)=cX
AX=b

(5.3)
X=0

biciminde olur.

Standart bicime donlstirme isleminde,
e Tuam kisit fonksiyonlari esitlik bigiminde olmalidir.
e Sagyandegerler, b, i=1,2,...,m, negatif degildir.
e Tum degiskenler negatif olmama kisitlayicilarini saglar.

e Amag fonksiyonu en biylkleme veya en kiiglikleme bigimindedir.

Standartlastirma islemi igin,

e Kisitlar “<” bigiminde ise, kisitlara bir degisken eklenir. Bu degiskene “gevsek

degisken” denir.

e Kisitlar “>” bigiminde ise, kisitlardan bir degisken ¢ikarilir. Bu degiskene “fazla

degisken” denir.
e Kisitlar “=" bigiminde ise, kisitlarda bir degisiklik yapiimaz.

Burada, gevsek veya fazla degisken kullanilmayan veya fazla gelen kapasiteyi gosterir. Bu

degiskenlerin maliyetleri sifirdir (c; =c. =0).

Ornek 2:

P: max Z=2X,+4X,
3X, +5X,<6
—2X,+ X, 22 L . e
X, +3X,=8 biciminde tanimli d.p.p.’ ni standart halde gosteriniz.
3X, +2X, 24
X, X, 20

Cozim:

P: max Z=2X, +4X,
3X,+5X,+X;=6
2X, =X, +X, =2
X, +3X,=8
3X, +2X, - X, =4
X;=20,i=12,.,5



5.1.2. Esanli Dogrusal Denklem Sistemi

(5.3) ifadesi ile tanimli d.p.p.” deki kisit sistemi AX=b’ nin ¢6zimi igin iki durum soz

konusudur.

AX=Db
a;; 0Oy a, || X b,
Gy, Oy a, || X; b,
[/ . . _bm_
A =[A: b]mx(m) : Eklemeli matris

Durum 1: Rank(A,,)>Rank(A) ise, AX=b denklem sisteminin bir ¢dziimii yoktur.
Durum 2: Rank(A,,)=Rank(A)=k ise,

(i) k=n ise, tek ¢oziim vardir.

(ii) n>k ise, sinirsiz ¢oztim vardir.

A b
Aekz[A:b]mx(m):Lz bj , Akxn , Ay:(m—k)xn , b :kx1 , b,:(m—k)x1

olmak Uzere, AX=Db, dogrusal bagimsiz kisit sistemini, AX=b, dogrusal bagiml kisit
sistemini tanimlasin. Burada, eger X vektérl, AX=b, sistemini sagliyorsa, AX=b,
sistemini de saglar. O halde, AX=b, dogrusal bagiml kisitlarini géz ardi ederek, A X=b,
dogrusal bagimsiz kisitlari ele alinsin. Rank(Al):k oldugundan, A,’ in k tane bagimsiz

kolonu secilebilir.

A

[B:N] olmak izere, B, kxk boyutlu temel matris, N, kx(n—k) boyutlu temel
olmayan matris olsun. Xz[XB XN] karar degiskenleri vektériinde, X, temel degiskenler

vektord, X, , temel disi degiskenler vektdru olarak tanimlansin. Buna gére, dogrusal bagimsiz

kisit sistemi icin



AX=h,

)b

BX, +NX, =b,
B™'BX, +B 'NX, =B"'b,

elde edilir. Buradan
X, =B7'b, —B7'NX,, (5.4)
olur. (5.4) esitliginde asagidaki durumlar ile karsilasilir.
e k=n oldugunda, AX=h, sisteminin X, =B"'b,’ den bulunan tek ¢6zimu vardir.
Dolayisiyla, tek ¢coziim uygun ¢6ziim olacaktir. Bu ¢6zlime temel ¢6ziim denir.
X; =B 'b>0=Temel uygun ¢ozimdiir.
X; =B 'b < 0= Temel uygun ¢6ziim degildir.
X, =B 'b=0= Bozulmus temel uygun ¢éziimdr.
e n>k oldugunda, k tane ¢oziime ulasihr. (n—k) tane degiskene keyfi degerler

vermek gerekir. Verilen her keyfi degere goére ¢oziim degisecektir. Bu durumda,

sinirsiz ¢6ziime ulasilir.

5.1.3. Temel Coziimler
AX=b, n bilinmeyenli, m dogrusal kisittan olusan bir denklem sistemi olsun. Burada,
n>m dir. A matrisinden, mxm boyutlu tekil olmayan (tersinir) B matrisi secilir. Sifirdan

farkli olan m tane degisken temel degiskendir. Elde edilebilecek olasi temel ¢ozimler,

|
(n j:L sayida olacaktir.
m)  ml(n—m)!
Ornek 3:

P: max Z=2X,+3X, +4X,
2X, +3X,+2X; =3
4X,+2X,+6X;=5

X;20,i=1,2,3

biciminde tanimli d.p.p.” nin olasi temel uygun ¢6ziimlerini elde ediniz.



Cozum:

(;’j =3 tane olasi temel uygun ¢6zim vardir.

2 3 2 3
A= , b= olmak Gzere,
4 2 6 5

2 3
i. B=[a, az]z{4 2} s Xe=[X0 ] L X=X

gt 112 3] -1/4 3/8
B4 2] | 1/2 -1/4
-1/4 3/8 >0
X, =B = / /8 |[3]_[9/8
1/2 -1/4||5] [1/4]|>0
olup, X, :[X1 X2] temel uygun ¢6ziimdir. Amag fonksiyon degeri,

1
Z :2><2+3><—+4><O:3.
8 4

2 2
ii. B=[a, a3]:L 6} , Xe=[X X5] . X=X,

ga_i[6 2]_[3/2 -1/2
g4 2] [ 1 172

o |3/2 -1/2\3] [ 2 >0
X5 =5 b{—l 1/2}[5}{—1/2}@

olup, X, :[X1 X3] temel uygun ¢6zim degildir. Bu nedenle, amag fonksiyon degeri

hesaplanamaz.

X

3 2
iii. B=[a, ag]z[z 6} , X=X X] . X,
ga_1[6 2] [3/7 -1/7
B2 3] [-1/7 3/14

XB:B‘lb:{3/7 —1/7}[3}{4/7}>0
-1/7 3/14|5] |9/14|>0



olup, Xz =[X, X;]| temel uygun ¢éziimdiir. Amag fonksiyon degeri,

4 9
Z;=2x0+3X=+4x—=4.2857.
7 14

Burada, Z; >Z, oldugundan, optimal ¢éziim degeri X =[0 4/7 9/14]’ olur.

Bir d.p.p.” nin en iyi ¢6zim degerinin elde edilmesi igin izlenen bu yol, etkin olmayan bir
yoldur. Clnkl, degisken sayisinin artmasi durumunda temel ¢6zim sayisi da artar. Ayrica,
temel ¢ozlimlerin incelenmesi problemin sinirsiz ¢6ziminin olup olmadigini belirlemeye
yetmez. Bu nedenle, ug noktalar arasinda yinelemeli bir yontem olan Simpleks yontem ile en

iyi u¢ nokta bulunmaldir.

5.1. Simpleks Algoritmasi

min f(X)=cX
AX=b (5.5)
X>0

biciminde tanimh bir d.p.p.” nin en iyi ¢6zimiinln elde edilmesi amaciyla uygulanacak

Simpleks yonteminin algoritmik adimlari asagidaki gibidir:

Adim 1: Bir B temeli segilerek, B! hesaplanir. Burada, islem kolayhg bakimindan B

temelinin segilmesinde birim matrise yer verilir, B=1.

Adim 2: B temeline iliskin bir baslangi¢ temel uygun ¢6zim belirlenir, Xg =B""b. Xy =0
alinir. Z; =¢ X, hesaplanir.

Adim 3: Adim 2’ de bulunan amag¢ fonksiyonu degeri Z;’ nin en kigik olup olmadigini test
etmek icin, temel digi degiskenlere iligkin Z; —c; degeri hesaplanir. Burada,

Z,—c,=c;Ba, —, (5.6)
olup, “en iyilik 6l¢lutl” olarak adlandirilir.

Adim 4: (5.5) ifadesi ile taniml bir en kigikleme problemi icin hesaplanan tim Z;—c; <0
ise, optimal ¢6ziime ulasilmistir. Son bulunan ¢6ziim en iyi ¢6zimdir. Eger, en az bir
Z,—c;>0 ise,

Zk—ckzmax{Zj—cj: (Zj—cj)>0} (5.7)

6lgutline gére temele alinacak vektor belirlenir. Bu durumda a, vektéri temele alinr.

7



Adim 5: a, vektorune iligkin y, degerleri, y, =B_1ak, hesaplanir. Burada,
e y, <0 ise, sinirsiz ¢ézime ulagihr.

e y,>0ise, y,’ ninen azbir elemani sifirdan farkl oluyorsa

X X,
i:min{i Vi >0} (5.8)
Yk Yik

Olgutiline gore, temelden gikacak degisken belirlenir. Yeni ¢6ziim uygun ¢6ziim olur ve

devam edilir.

Adim 6: r. vektér temelden cikarilir, yerine a, vektord alinir. Belirlenen yeni temel igin de

X; =B"'b ve Z, =c X, hesaplanir. Adim 3’ ten devam edilir.

NOT: (5.5) ifadesi ile tanimli d.p.p.
max f(X)=cX
AX=b (5.9)
X>0
biciminde tanimli oldugunda, Adim 3’ te, (5.6) esitligi ile tanimlanan en iyilik 6l¢ltl, temel
digi degiskenlere iliskin Z; —c; degerleriigin
Z,—c;=c,8a,—¢; >0 (5.10)
bicimindedir. Adim 4’ te (5.7) esitligi ile verilen temelden c¢ikacak degiskeni belirlemede
kullanilan o6lcit ise,
Zk—ck:min{Zj—cj: (Zj—cj)<0} (5.11)

olarak tanimlanir.

Ornek 4:
P: min Z=-X, - X,
X, +X,<6
— X, +2X,<8
X, X, 20

biciminde tanimli d.p.p. icin, simpleks algoritmasini kullanarak en iyi ¢c6zim degerini elde

ediniz.



Cozum:
Verilen primal problem standart bicime getirilir.

P: min Z=-X, - X, +0X; +0X,
X, +X,+X;=6
=X, +2X,+X,=8
X;=20,i=1,23,4

Burada, A katsayilar matrisi ve sag yan degerler vektoru

1 110 6
A=[a, a, a; a,|= 120 1 0 B7s

olur.

I.Yineleme:

10

B=|a, 34]:{0 J:B_l v X=X X ], Xu=[X X,]=0

XB:B_lszl) ﬂ[g}:[gtg , Zy=cXz=[0 o]mzo

e Bulunan amag fonksiyon degeri optimal mi? Temel disi degiskenler, X, ve X,’ ye

iliskin Z; —c; degerleri hesaplanr.
10 1
Z,—c,=cB'a,—¢c,=[0 0 —(-1)=1
1 1 B 1 1 [ ]{O 1j||:_1:| ( )

Z,—c,=c,B'a,—c,=[0 O]E ﬂm_(_l):l

e Z,—¢ :max{Zj —¢: (Zj —cj)>0}:max{1, 1}=1

olur. Bu durumda, herhangi bir a vektori temele alinabilir. a, vektérinin temele

alindigi kabul edilsin.

_gt _101_1 >0 dusund
o y,= az—o 1 2—2>Oougunan,

. 8 N .
i:mln{I , 5}:4 olur. Buna gore, temelin 2. elemani X, temelden ¢ikar.

11
e Yenitemel, B:[a3 az]{o 2} olur. Il. Yinelemeye gegilir.



Il. Yineleme:

_ 1 -1/2e6] [2]>0
. XB:Blb{o 1/2}[8}:[4}” , X =[X; X,] , Xy =[X, X,]=0

Zy =cX; =[0 —1][31}:—4
e Bulunan yeni amag fonksiyon degeri optimal mi? Temel digi degiskenler, X; ve X,’ e

iliskin Z; —c; degerleri hesaplanir.

Z,—c,=czB7a, —¢, =[0 —I]B _11//22] 1}—(—1) =3/2

Z,—c,=¢;Ba, —¢, =[0 —1]{(1) _11//22 [2}—(—1):—1/2

e 7 —c,=3/2>0 oldugundan, a, vektorii temele alinir.

N 1 -1/21( 1 3/21>0
* Y1:Blal{o 1/2}{—1}{—1/2}@

Buna gore, temelin 1. elemani X; temelden cikar.

1 1
e Yenitemel, B=[a, az]:{ . 2} olur. Ill. Yinelemeye gegilir.

1. Yineleme:

_ 2/3 -1/3|[6] [4/3 ]>0
* XB:B 1b:|:1/3 1/3:||:8:|:‘:14/3i|>0 ’ XB:[Xl XZ] ’ XN:[X3 X4]:0

4/3
o Zy=cX;=[-1 —1][14//3}—6

e Bulunan yeni amag fonksiyon degeri optimal mi? Temel disi degiskenler, X; ve X,’ e

iliskin Z; —c; degerleri hesaplanr.

~ 2/3 -1/3|1
Z,—c;=cB'a,—c; =[-1 —1]{1/3 1/3} }—0:—1

=0

2/3 -1/3 [0}_0

Z,—c,=cBa, —¢,=[-1 —l]L/3 /3 |1

e Tanimlanan d.p.p. i¢in hesaplanan tim Z;—c; <0 oldugundan, optimal ¢ézime

ulasiimistir. Son bulunan ¢6ziim, en iyi ¢6zimddir.

10



X =[x, X,]=[4/3 14/3] , Z'=-6

Burada, Z,—-c,=0 olmasi secenek ¢6zim oldugunu gosterir. Bu durumda tim olasi

noktalari bulabilmek icin a, vektéru temele alinsin.

v, =B, = 1 -1/2][o _[-1/3]<0
N 1o 1/2 ||1 1/3] >0
Buna gore, temelin 2. elemani X, temelden gikar.

, 1 0
Yenitemel, B=[a, a,]|= L1 olur.

- 1 0|6 6 |>0
XB:B 1b:|:1 1:||:8j|:[14}>0 ’ XB:[Xl X4] ’ XN:[XZ X3]:0

X =[x, X,]=[6 0] , Z =-6 olup, verilen d.p.p. iin alternatif ¢dziim elde edilmistir.

Bu iki secenek ¢o6ziimiin digblikey bilesimleri ile iki segenek ¢6ziim arasindaki dogru pargasi

Uzerinde tanimli diger secenek ¢éziimler de elde edilebilir.

X:ﬂﬁX1 +/12X
#[1‘173} m
sl

14/3

olur. Buna gore,

A=0=>X=[6 0], Z'=-6
A=1=>X=X,=[4/3 14/3],Z =-6

z:%:x:[n/s 7/3], 2 =-6

bulunur.
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