2. HAFTA

Kesikli Rasgele Degiskenlerin Bagimsizhigi

Rasgele degiskenlerin kosullu dagilimi tanimlandiginda, bu rasgele degiskenlerin bagimsizligi

da tanimlanabilir.
Tamm: ((Stokastik)Bagimsizlik)

X'=(X,,X,,...,X,)p-boyutlu bir rasgele vektdr olsun. Rasgele vektoriin elemanlari olan
X, X,,...., X, rasgele degiskenlerinin (stokastik) bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart bitiin

XpsXyseenr X, ’ler i¢in

p
FXI,XZ,...,X,) (xl’XZ""’xp) = HFX,. (x,)
i=1

olmalidir.
Tanim: ((Stokastik)Bagimsizlik)

X'=(X,,X,,...,X,), ortak olasilik fonksiyonu f, , . (x,X,,....,x,)olan p-boyutlu bir

,,,,,

rasgele vektor olsun. Rasgele vektoriin elemanlari olan X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin

(stokastik) bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart biitiin x;,x,,...,x, ’ler i¢in

p
f)(l,)(2 X, (%, Xy, X, ) = fo,. (x,)
i1

.....

olmalidir.

Ozel olarak p=2icinX'=(X,Y) rasgele vektorii géz Oniine alnsin. X ve Y rasgele

degiskenlerinin istatistiksel bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart biitiin x ve y’ ler i¢in
ey (6 0)= f (X) [y (¥)

dir.

Not: i) 4 ve B olaylar1 bagimsiz iki olay ise

P(ANB)=P(A)P(B)



ii) Biitiin x ve y’ ler igin
P(X=x/Y=y)=P(X =x)
ise X ve Y rasgele degiskenleri bagimsizdir.

Teorem: X ve Y kesikli rasgele degiskenlerinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart

Syy(x,y)’nin,  x’in bir fonksiyonu ile y’nin bir fonksiyonunun ¢arpimi bigiminde

yazilabilmesidir. Yani biitiin x ve y’ler i¢in ancak ve ancak oyle bir g ve & fonksiyonlar1 vardir

ki
Sy (x,¥)=g(x) h(y)

olmalidir. Eger f, ,(x,y)=g(x) i(y) ise marjinal olasilik fonksiyonlari

_8(x) _hy)
fr(x)= S o) ve fy(»)= S )

dir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 i¢in asagidaki iki durum gosterilmelidir:
i) X ve Y kesikli rasgele degiskenlerinin bagimsiz ise f ,(x,y) = g(x) h(y)
i) fy ,(x,y)=g(x) h(y) ise X ve Y kesikli rasgele degiskenlerinin bagimsiz
dir.

i) Bagimsizligin tanimindan X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise biitiin x ve y’ler i¢in
fX,Y(x:y) = (), (»)
dir. g(x) =f,(x) ve h(y) =f,(y) alinirsa i) kisminin ispat1 tamamlanmis olur.
i) Biitiin x ve y’ler ve g , h ‘nin baz1 fonksiyonlar1 igin f, ,(x,y) = g(x) A(y) oldugunu
kabul edelim. X’in marjinal olasilik fonksiyonu
fX(x) = fo,y(xay)
y
= g(x)h(y)
y
=g(x)>_h(y)
y

=g(x)H



bi¢iminde verilsin burada H = Zh( y) dir.
>

Benzer bi¢imde,

Sr()= fo,y(xay)
=> g(x)h(y)
= h(y)Y g(x)

=h(y)G

bigiminde verilsin burada G = z g(x) dir.

fy(x) ve f,(») icin elde edilen sonuglardan, g(x)= f)‘]_gx) ve h(y) = % dir. Buradan,

fX,Y(x’y) =g(x) h(y)

_ S (¥) ()
H G

_ fX(x)fY(y)
GH

dir. Bu sonugtan, f, ,(x,y) ortak olasilik fonksiyonu f,(x)f,(y)’e orantihdir. GH =1

oldugu gosterilir ise, f, ,(x,y) nin f, (x)f,(y) e esit olacaktir.

G ve H'nin tanimindan,
GH = leg(X)Z h(y)
SR
= Zx:ifx,y (x,)

=1

olur. Boylece biitiin x ve y’ler i¢in



_ S (X)) fy ()
fX,Y(x’y)_ GH

_ S () fy ()
1

:fx(x)fy(y)

dir ve bu da X ve Y rasgele degiskenlerinin bagimsiz oldugunu gosterir.

GH =1 oldugunda H =é ve G=% dir. Buradan,

£o(0) = g()H £,(7)=h(»)G
=g(x)é ve =h(y)%
e )
Zg(u) Zh(u)

olmasi gerekir.
Beklenen Degerin Ortak Dagilimdan Bulunmasi

X, olasilik fonksiyonu f, (x) olan kesikli bir rasgele degisken ise, g(X) fonksiyonunun

beklenen degeri

E(g(X)) =D g(x) [, (x)

bi¢imindedir.
Tamm: X'=(X,,X,,..,X,), p-boyutlu kesikli bir rasgele vekt6r yani her X, nin tek

degiskenli kesikli bir rasgele degisken oldugu kabul edilsin. g:R” — R ’ye R” iizerinde sabit

bir fonksiyon (yani g, R ’de sabit degerler alsin) olsun. Buradan g(X) ’in beklenen degeri

E(g(X) = g(x) /(%)

bi¢iminde tanimlanir.

Not: Bu bir vektor toplami degil bir sabit toplamidir. Burada g(x), x ’ in bir fonksiyonunun

toplamidir.



Ozel olarak X' =(X,Y) kesikli bir rasgele degisken ve g:R> - R ise

E(g(X))=E(g(X,Y))
=3 g6, ) fry(x, )

. X X X
dir. Ornegin g(X)=—="in beklenen degeri E(—) = ZZ— Sy (x,p)dir.
VY Y x oy AY o

Beklenen Degerin Ozellikleri:
Asagida verilen 6zellikler beklenen degerin var olmasi altinda gegerlidir.

i) X'=(X,,X,,...X,), p-boyutlu kesikli bir rasgele vektor ise her a ve b sabitleri ve her

g ve h fonksiyonlari i¢in

E(a g(X)+b h(X)) =a E(g(X))+b E(h(X))

dir.
Ispat:
E(a g(X)+b X)) =2 (a 809 +b hx)f (¥
03 g f (0 +b S h(x)f, (Vh(x)
 a E(e(X)) +b E(h(X)
dir.

ii) Her X ve Y kesikli rasgele degiskeni icin
E(X+Y)=EX)+E(Y)
dir. Bu sonugtan, X, X,,..., X, kesikli rasgele degiskenleri i¢in
E(X,+ X, +..+ X)) =EX)+E(X,)+..+E(X))

dir. Burada X, X,,..., X rasgele degiskenlerinin bagimsiz olmasi gerekmez.



Ispat:
EQC+Y)= E 2 (4 90 (59)
= gxyZ SCSVEDWDIRIERD
= ZXZX;X(XHZy:ny(yy)

=E(X)+EY)
dir.
iii) X ve Y bagimsiz kesikli rasgele degiskenler ve g, 4 fonksiyonlar ise,
E(XY)=E(X)E(Y) ve E(g(X)h(Y))=E(g(X))E(h(Y))
dir. Bu sonu¢ X ve Y ‘nin bagimsiz olmasini gerektirir.
Ispat:
E(XY)=2.> () fyy (%)
x oy
=22 ([ (D ()
x oy
= QxS N (1)
x v

= E(X)E(Y)

dir.

Ornek: Ornek 1 de verilen ortak olasilik ve marjinal olasilik fonksiyonlarindan X ve Y rasgele

degiskenlerinin toplamlarmin beklenen degerini; ortak dagilimdan ve marjinallerinden

yararlanarak bulunuz.
y
Jry(X,9) 0 1 2 3] (™)
0 0.05 0.05 0.10 | 0.00 0.20
X 1 0.05 0.10 0.25 0.10 0.50

2 0.00 0.15 0.10 | 0.05 0.30
() 0.10 0.30 0.45 | 0.15 1




Coziim: Beklenen degerin tanimindan,

E(X+Y)222(x+y)fx,y(x>J’)

ZZZ(x+y)fX,Y(x7y)

x=0 y=0

= (0+0)(0.05) + (0+1)(0.05) + (0 +2)(0.10) + (0 + 3)(0.00)
+(1+0)(0.05) + (1+1)(0.10) + (1+2)(0.25) + (1+ 3)(0.10)

+(2+0)(0.00) + (2 +1)(0.15) + (2 +2)(0.10) + (2 + 3)(0.05)
=0.25+1.40+1.10

=2.75
dir.

Diger taraftan,

E(X)= ) x f1(x)

:zxfx(x)

= (0)(0.20) + (1)(0.50) + (2)(0.30)
=1.10

Ve

EX)=Yyf,(»)

=nyy(y)

= (0)(0.10) + (1)(0.30) + (2)(0.45) + (3)(0.15)
=1.65

dir. Buradan,

E(X+Y)=1.10+1.65
=275

olarak ayni sonug elde edilir.



Kovaryans
X bir rasgele degisken olmak iizere, bu rasgele degiskenin varyansi

Var(X)=E((X - E(X)]")

— E((X - u)])

_ 2
= O'X
dir.

X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki iliski 6nemlidir. Kovaryans iki rasgele degisken

arasindaki lineer iliskinin dlgiistidiir.
Tamm: X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki kovaryans

Cov(X,Y)=E(X-EX)EY -E(Y))
=E(X —p JE(Y — py)

=0xOy
bi¢iminde tanimlanir. Ayrica

Cov(X,Y)=E(X — p )E(Y — py)
=E(XY =X py — Y + iy pty)
=E(XY) - E(X)pty =ty EQY) + pay py
=E(XY) = pypty = Uy My + My y
= E(XY) = py iy

olarak da verilir. Burada

E(XY)=ZnyfX,Y(x,y)

dir.

X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise, Cov(X,Y)=0 dir. Ancak tersi her zaman dogru

degildir. X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz oldugunda E(XY)=E(X)E(Y) oldugundan

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)
= E(X)E(Y)-E(X)E(Y)
=0

olur. Tersi i¢in asagidaki ortak dagilimi1 géz 6niine alalim.



Ornek:

> ()C, J’) = (la 0)9 (09 1)9 (_17 O)a (Oa _1)

4
Jrr(x,p)=
0 ; duy.
Bu ortak dagilim
y
Jrr(x,9) -1 0 L i
-1 0 1/4 0 1/4
x 0 1/4 0 1/4 2/4
1 0 1/4 0 1/4
£, 1/4 2/4 1/4 1

bicimimde de verilebilir. Buradan,

E(X) =) xf(x)
=Y x P(X =x)
= (=1)(1/4)+(0)(2/4)+(1)(1/4)
=0

EY)=Yyf,(»
=2 yP(Y=y)
= (=1)(1/4)+(0)(2/4)+(1)(1/ 4)
=0

E(XY)= ZZXYfX,Y(xay)

=> > xy P(X =x,Y =y))

= (=D(=D0) + (=D(0)A/ 4) + (=D(1)(0)
+(0)(=D(1/4) +(0)(0)(0) +(0)(1)(1/ 4)
+(D(=D(0) +{M0)(1/4) +{DHA)(0)

=0



dir. Ancak
P(X=0,Y=0)=0

veE

P(X =0)P(Y =0) = (%)(%)

dir. Buradan
P(X=0,Y=0)=P(X=0)P(Y =0)

oldugundan X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz degildir. Yani Cov(X,Y)=0 oldugu halde,
X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz degildir.

Rasgele Degiskenlerin Toplamlarinin Varyansi

Bu kisimda rasgele degiskenlerin veya lineer birlesimlerinin toplaminin varyansi verilecektir.

Buradaki sonuglar beklenen degerin var olmasi halinde gegerlidir.

Teorem: X ve Y her hangi iki rasgele degisken ve a, b sabitleri i¢in:
i) Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)
ii) Var(X-Y)=Var(X)+Var(Y)—-2Cov(X,Y)
iii) Var(aX +bY) =aVar(X)+b*Var(Y)+2abCov(X,Y)

iv) a,,a,,...,a, sabitleri i¢in

Var(iaiXi) = iafVar(Xi) + 2iZaiajC0v(Xi,Xj)
i=1 i=1

i=l j>i

dir.



Ispat:

Var(X +Y) = E[X +Y - E(X +Y)|
[X+Y - E(X)-EX)]
[x

Y=gy =y |
[(X =)+ (Y = )]
= E[ (X =)+ (Y =41V 42X = 1) (Y = 1)

=E(X — ) + E(Y = )" + 2E(X = g1, )Y — p1y)
=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)

E
E
E

Var(X -Y)=E[X Y- E(X -Y)|
=E[X-Y—(E(X)- E(Y))]
=E[X-Y—(uy — )]
=E[(X - )~ (Y —p1))]
= E[(X =1, Y +(Y = 1y}’ =2(X = 1, )Y = ) |

E(X /UX) +E(Y /uy) _ZE(X /"X)(Y /UY)
=Var(X)+Var(Y)—2Cov(X,Y)

iii)
Var(aX +bY)= E[aX +bY — E(aX +bY)|’

= E[aX +bY — E(aX)—E(bY)]
= E[aX+bY—a,uX —b,uY]2
= E[a(X - 1) +b(Y — )]
= E[@* (X =, )" +0*(Y = 1, )" +2ab(X = p )Y = ) |
=@’ E(X = 1, )’ +D*E(Y = )" + 2abE(X — p1,, )Y — 1y,
=a’Var(X)+bVar(Y)+2abCov(X,Y)

iv)

2
Var(iai)(i) = E{Zp:ai)(i —E(ial.Xi)}
i=1 i=1 i=1

dir. Ayrica



P

E(ZaX :ZaE(X)

=2 aiy
i=1

S

dir. Buradan

2
Var(ial.Xl.) = E{Zp:al_)(i —iaiu&]
i=1 i=1 i=1

2
P
=E Zai(Xi _,UX,,):|
| i=1

- 2
=E a(X —Hy )+ ay(X, _/JX)"'---"‘ap(Xp_/JXP)]

i=l j>i

=FE za (X /JX) +zza (Xl'_’uXi)(Xj_’qu)i|

S

=D G EC, ) Y Y ECY Y, )

= i=l j>i

S

Za Var(X)+2ZZaa Cov(X,, X))

= i=l j>i

olarak bulunur.

Korelasyon

X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon, kovaryansla oldukega iligkili olmasina

ragmen -1 ile 1 arasinda deger alir.

Tamim: X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon

Corr(X,Y)=py,
B Cov(X,Y)
- Jar(X)\Var(v)

. Oxy

N 2 2
VO x Oy

biciminde verilir. Korelasyon X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki lineer iliskinin 6l¢iistidiir.




Teorem: X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon katsayisi p, , asagidaki 6zelliklere

sahiptir:

i)

-1<p,, <1

ii) Bazi a ve b sabitleri i¢in

iii)

Pry=leY=aX+b

dir, burada p, , =11isea>0 ve p,, =—1 ise a <0 dir.
Xve Yrasgele degiskenleri bagimsiz ise p, , =0 dir. Ancak p, , =0 oldugunda X ve
Y rasgele degiskenlerinin bagimsiz olmasi gerekmez. (o, , =0 olmasi bagimsizlik i¢in

gerekli ancak yeterli degildir).

Ispat:

Her hangi bir a sabiti i¢in Z =Y —aX olsun ve bu Z rasgele degiskenin varyansi
Var(Z)>0 dir. Boylece,
Var(Z) =Var(Y —aX)
=[Var(Y)+a’Var(X)—2aCov(X,Y)]>0
dir. Bu ifade a’ya gore karesellestirilir ise

Var(Z) =[a’c3 — 2a0c, , + ,1=0

olur. En son elde edilen ifade o, 0, ‘ ye boliiniir ise

Yar?) _((@xyar - @200 4. (%02 0
O-XGY UY GXO-Y GX
=[(Z9a” = (2p, )a+ (252 0
O-Y O-X

ifadesi elde edilir. Bu ifade a’nin biitiin degerleri i¢in gegerlidir.

Eger a’ya gore karesel bir ifade her zaman > 0 ise, bu karesel ifadenin egrisi hi¢bir
zaman a-eksenini altinda bir deger almaz. Bdylece, karesel ifade ya gercek bir koke

sahip degil ya da sadece bir kokii vardir. Buradan karesel ifadenin kokleri

2pr,) = (5L <0
(2

Y X

dir ve bu sonugta



4p% , —4<0

olmasini gerektirir. Buradan karesel ifadenin ya gercek bir kokii yoktur ya da sadece bir

gercek kokii vardir. Bu da

4pt, —4<0

Pry <1
sonucunu verir ve bu sonugtan

-1<p,, <1

elde edilmis olur.

i) py,=1=>Y=aX+b ve Y=aX+b= p;,=1 sonuglarmm her ikisinin de
dogrulugu gosterilmelidir.

Oncelikle py, =1 oldugunu kabul edelim. Boylece p,, =+1 dir. Z=Y —aX igin

P _ ey -, ya (O
0,0y oy | Oy

ifadesi Var(Z)’yi sifir yapacak a degerleri i¢in ¢oziilsiin. Eger boyle a’lar var ise,
Z =Y —-aX, a’nin bu degerlerinde sabit olmalidir. Karesel ifade Var(Z)=0 olacak

sekilde ¢oziiliir ise

4= 2pyy £y 4:0)2(,)/ —4
20, /0y
_2pyy ENAxI-4
- 20, /0y
__2Pxy
20, /0y

olur. Boylece p, , =+l ve a= (&)pX’Y oldugunda
O_X



Var(Z)=a’c; — 2a0, , + o5
2 2 2
=a"oy —2a(pyy0,0y)+0y
o 2 2 o 2
= (_pr,y) Oy — 2(— Pxy )(pX,YO_Xo-Y) +0y
Oy Oy

2

O O
_O0y 2 2 50y 2
=— PxyOx —2 PxyPxyOxOy T 0Oy
Oy Oy

= O_lzp)z(,y - 2O-§p)2(,y + 0-3
=0y =0y yy

= (1 - p)z(,Y)o-g

=(1- p)Z(,Y = 1)0_5

=0

olur ve varyansin sifir olmas1 ¥ —aX ’nin bir sabit oldugunu ve bdylece bir b sabiti i¢in
Y =aX +b olmasim gerektirir.
Diger taraftan Y = aX +5b olsun. Buradan,
Var(Y)=Var(aX +b)
=Var(aX)
=a’oc,
=0,
dir. Ayrica,
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
=E(X(aX +b))-E(X)E(aX +b)
=aE(X*)+bE(X)—E(X)(aE(X)+Db)
= a(E(X*)~ E(X)") +b(E(X)~ E(X))
=alVar(X)
=ac;,
olmak tizere,

,  Cov(X,Y)
Pxy = 2 2
O-XO-Y
(ac})’
oy (a’o})
=1

dir ve ispat tamamlanmis olur.



iii) Daha once de gosterildigi gibi X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise Cov(X,Y)=0
dirancak Cov(X,Y) =0 ise X ve Yrasgele degiskenleri bagimsiz olmayabilir. Buradan

_ Cov(X,Y)

XY
O xOy

oldugundan X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise p, , =0 dir ancak p, , =0 ise

X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz olmayabilir.



