6. HAFTA

Matrisler ve Matris Islemleri

Matris gercek sayilarin herhangi bir dikdortgensel diizenidir. p satirli ve z siitunlu diizen

a4, ap a,,
4 = a4y, Ay @y,
pon :

a, a, a,,

bi¢iminde gosterilir.

Matris islemleri:

o A matrisinin transpozu 4" ile gosterilir ve 4, ise 4, dir.
. Matrisin bir ¢ sabiti ile ¢arpilmasi, matrisin her bir elemaninin ¢ sabiti ile ¢arpilmasidir.
Yani
ca, ca, - ca,
A, = C‘le c‘fzz ca,,
ca, ca, ‘- ca,

e ki matrisin toplanabilmesi igin boyutlar1 esit olmalidir.

e ki matrisin ¢arpilmast igin ilk matrisin siitun sayis1, ikinci matrisin satir sayisma esit

olmaldir. Yani 4, B, =(4B),, dir.
o A=A ise A simetrik bir matrisdir.
e B A,=4,B. =1, ise B, A matrisinin tersi olan matrisdir ve A~ ile gosterilir.

Burada 7 birim matrisdir.

Ornek: 4= L 3} olmak lizere 4 matrisinin tersini bulunuz.
Cozil 4 1 3 3 -1 1 —-1.000 1.000 larak bul
ozim: = = = olarak bulunur.
(12-15)|-5 4 5/3 -4/3 1.6675 -1.333

Sonug: Boyutlar1 ayni olan 4, B, C matrisleri, ¢ ve d sabitleri i¢in asagidaki kosullar gecerlidir:

e (A+B)+C=4+(B+0)
e A+B=B+4



e C(A+B)=CA+CB
o (c+d)A=cA+dA
e (A+B)=A'+B

o (cd)A=c(dA)

o (cA) =cA

Tamm: Her hangi bir 4 matrisinin satir ve siitun sayisi esit ise A bir kare matrisdir. Boyutlari

ayni olan x ve y vektorleri i¢in x'y=y’x dir.

Sonug: 4, B, C boyutlar ¢arpilabilme kosuluna uygun olan matrisler ve her hangi bir ¢ sabiti
icin asagidaki kosullar gegerlidir:

e ((AB)=(CA)B

e A(BC)=(A4B)C

o AB+C)=A4AB+AC

e (B+(C)A=BA+CA

e (4B)=BA
e AB#BA
00 --- 0
0 0 . . .
e 0. =|. . elemanlar sifir olan bir matris olmak iizere,
00 --- 0
A4,.B,. =0, ise A veya B matrislerinin tiim elemanlarinin sifir olmasi gerekmez.
213 2
Ornek: A= {2 5 2} ve B =|—1| olmak lizere 4B = 0oldugunu gosteriniz.
-1
Coziim:

2

AB_213 1_0_0
2x3 3xl_2 ) 1_0_2x1

dir. 4 veya B matrislerinin tiim elemanlar1 sifir olmadig1 halde carpimlari elemanlar sifir olan

bir matrisdir.



Tamm: Bir matrisin ranki, lineer bagimsiz satir veya lineer bagimsiz siitun sayisina esittir.

Ornek:
I 1 1
A=|2 5 -1| olmak iizere A4 matrisinin ranki kagtir?
01 -1

Coziim: A matrisinin 1. siitunu 2 ile ¢arpildiginda, 2. ve 3. siitunlarin toplamina esit oldugundan

rank(A)=2
dir. Yani lineer bagimsiz siitun sayisi 2 dir.

Tanmm: 4, , ve x,, olmak iizere eger 4,, x,,=0,,, X,,, =0, da saglaniyor ise A4, , kare

matrisi tekil olmayan (nonsinguler) bir matrisdir. Bir kare matrisin ranki satir veya siitun

sayisina esit ise, matris nonsingulerdir (tersi alinabilen) denir.

Sonug: 4, , tersialinabilen bir kare matris ise AB = BA =1 esitligini saglayan sadece bir B, ,

matrisi vardir.

Tamm: AB = BA =1 esitligini saglayan B matrisine, 4 matrisinin ters matrisi denir ve B = 4"

drr.

Sonu¢: 4, , ve B, boyutlar esit kare matrisler ve tersleri alinabiliyor ise asagidaki kosullar

gecerlidir:
o A=)
e (4B)'=B"'4"
o |d=|4]

A matrisinin bir satirinin (veya siitununun) tiim elemanlar1 “0” ise |A| =0 dir.

|4 =ﬁve 4|47 =1 dur.

48| =48]

|cA| =c* |A| burada ¢ herhangi bir sabittir.



Tanmim: Az{a }, kxk tipinde kare bir matris olsun. A matrisinin trace(lz)’i diagonal

i

elemanlarinin toplamina esittir yani
k
r(A) =) a,
i=1

dir.
Sonug¢: 4 ve B kxk tipinde matrisler ve ¢ bir sabit olmak tizere asagidaki kosullar gegerlidir:
o tr(cA)=ctr(A)

o r(AxB)=tr(A)xttr(B)
o r(AB)=tr(BA)

o (A4 = i Zk: a;

i=1 j=1

Tamim: A4 kare matrisin satir vektorleri (veya siitun vektorleri) ikiserli birbirine dik ve
uzunluklar1 “1”” ise A matrisine ortogonal matris denir. 4 ortogonal bir matris ise 44" = I (veya

A'A=1)dm.
Sonug¢: A matrisinin ortogonal bir matris olmasi igin gerek ve yeter sart 4~ = 4’ olmasidir.

Ornek:

-1/2 1/2 1/2 1/2
/2 -=1/2 1/2 1/2

= olsun.
/72 1/2 -1/2 1/2

/2 1/2 1/2 -1/2

A matrisinin ortogonal bir matris oldugunu gdsteriniz.



Coziim:

[—1/2 1/2 1/2 1/2][-1/2 1/2 1/2 1/2
/2 -1/2 1/2 1/2 | 1/2 -1/2 1/2 1/2
/2 1/2 -1/2 1/2 4| 1/2 1/2 -1/2 1/2
/2 /2 1/2 -=1/241/2 1/2 1/2 -1/2

0

AA' =

S O O =
S O =
oS = O O
—_ O O

dir. Yani A4'= A" oldugundan 4 ortogonal bir matrisdir. Burda, 4= A', A4'= A'4=AA=1
dir.

Tamim: A4, kxk tipinde bir matris ve I, kxk tipinde birim matris olmak tizere; |A—Al | =0

polinom denklemini saglayan A,,4,,---,4, sabitlerin, 4 matrisinin 6zdegerleri (karekteristik
kokleri) denir.

Tamim: A, kxk tipinde bir matris ve A4, 4’nin bir 6zdegeri olsun. A4x = Ax esitligini saglayan
sifirdan farkli bir vektdr (x,,#0)ise, x vektorine A o&zdegerine iliskin 4 matrisinin

Ozvektorl denir.

Ornek:

1 0
A= L 3} olmak iizere 4 matrisinin 6zdegerlerini ve iliskili 6zvektorlerini elde ediniz.

Coziim:

1 0 1 0
1 3 0 1

1-2 0
7]
=(1-4)3-1)=0
=1"—42+3=0

A, =1 ve A, =2 olarak elde edilir.



Bu 6zdegerler iligskin 6zvektorler:

A =1 1¢in
AX = AX
L Oflx | |x
1 3] x, - X,
X, =X,
x, +3x, = x,

olur ve buradan, x, =—-2x, dir. x, ve x,bir ¢cok degeri alabilir. x, =1degeri i¢in x, =-2 olur

ve iliskili 6zvektor

N
X =

- 1
olarak bulunur.

Benzer sekilde 4, =3 icin

1 0| x 3 X,
1 3| x, - X,
x, =3x,

x, +3x, =3x,

olur ve buradan, x, =1degeri i¢in x, = 0 olur ve iligkili 6zvektor

olarak bulunur.

Genellikle, 6zvektorler uzunlugu 1 olacak sekilde belirlenirler. Bu nedenle elde edilen

ozvektorler birimlestirilirler (normlastirilirlar). Yani

X
= ve ee=1

e =
- [

|4
|4

olur.



-2 1
=1i¢in ¢/ =|—= —=|ve A4, =3i¢in e, =0 1| olarak bulunur.
it | 2 |ve =i [0 1]
A, kxk tipinde simetrik kare bir matris oldugunda, A’ nin k tane 6zdeger ve birim 6zvektor
ciftleri

(A,e). (A, e,), (4, e,)dir. Burada

, 1, i=!
ee = .
0, i=!

dir.

Ornek:

1 -
A :{ 5 1 } olmak tizere 4 matrisinin 6zdegerlerini ve iliskili birim 6zvektorlerini

elde ediniz.

Coziim:
1 -5 10
|4-21|= -2
-5 1 0 1
1= -5
-5 1-4
=(1-A)(1-4)-25=0
=1"-21-24=0

dir. Buradan 4, =6 ve A, =—4 olarak elde edilir. Bu 6zdegerler iliskin 6zvektorler:

A, =6 igin

1 =5 x X,

=6
=5 1 |x X,
x, —5x, = 6x,

=5x, +x, = 6x,

olur ve buradan iliskili 6zvektor



Kl = =
X, -1
olarak bulunur. Bu 6zvektore iliskin birim 6zvektor
1
V2

€, = 1

2

Benzer sekilde 4, =—4 i¢in

I =5ix | 4 X,
=5 1 ||x =4 X,
x, —5x, =—4x,

=5x, +x, =—4x,

olur ve buradan iliskili 6zvektor

st

olarak bulunur. Bu 6zvektore iligskin birim 6zvektor
1

V2
1
V2

&,

olarak elde edilir. Burada ele, = {% _L}

dir.



Tamm: A, kxk tipinde simetrik kare bir matris ve X kx1 tipinde bir vektor olmak tizere

O(x)=x'Ax
:i i a; XX

i=l j=1

ifadesi karasel form olarak tanimlanir. Burada x'Ax, x’ karesel terimlerinden ve x,x ; carpim

terimlerinden olustugundan, x'Ax ifadesine karesel form adi verilmektedir.

. 11
Ornek: 4= L J matrisi i¢in karesel formu elde ediniz.

Coziim:
O(x)=x'4x
[ ] I 1| x
=|x x
PO 1| x
=X +2x%, +X;
dir.
1 0 -2
Ornek: 4=| 0 2 3 | matrisi i¢in karesel formu elde ediniz.
-2 3 -1
Coziim
O(x)=x"Ax
I 0 2| x
:[xl X, x3] 0 2 3 |x
-2 3 -lflx
=X} +2X; —4x,x, +6x,X, — x;
dir.
2 =5/2 1/2
. -2 0 -1/2 . .
Ornek: 4= matrisi i¢in karesel formu elde ediniz.
-5/2 0 -1 2

/2 -1/2 2 1



A2 2 2 2
=2x; +4xx, —2x5 —5x,%; — x; + XX, — X,X, +4x,x, + X

karesel formunun matrisini bulunuz.

Pozitif Tanimh Matris

Cok degiskenli analizlerde karesel formlar ¢ok kullanilmaktadir. Karesel formlarin her zaman
pozitif oldugu ve pozitif tanimli matrislerle iliskili oldugu diisiintilecek. Karesel formlar ve
simetrik matrislerden elde edilen sonuglar, spektral ayrisim olarak bilinen simetrik matrisler

icin genisletilmis direkt sonuglardir. kxk tipinde simetrik 4 matrisi i¢in spektral ayrisim
A=de e +hee; ++Aee,

bi¢imindedir, burada 4,,4,,-:-,4, 4 matrisinin 6zdegerleri ve e, e,, -, e, ‘ler bu 6zdegerlere

karsilik gelen birimlestirilmis (normlastirilmis) 6zvektorlerdir.

Ornek:

3 2
A= l: :l matrisinin spektral ayrigimini elde ediniz.
- 2

N2

Coziim: 4 matrisinin 6zdegerleri ve iligkili birim 6zvektorleri

||‘f f“ !

3-2 2
{—JE 2—1}
=(3-)(2-1)-2=0
=A*-51+4=0




dir. Buradan 4, =4 ve A, =1 olarak elde edilir. Bu 6zdegerlere iliskin 6zvektorler:

A =4 icin
I HEN
2 2 Xy - X
3)61—\/5)62:4)61

—\/Ex1 +2x, =4x,
olur ve buradan iliskili 6zvektor
51 = =
X, 1

olarak bulunur. Bu 6zvektore iliskin birim 6zvektor

dir. Benzer sekilde 4, =1 i¢in

2 2 |x X2
3x, — \/Exz =X,
—\/Exl +2x, =x,
olur ve buradan iliskili 6zvektor
X, 1
X, = =
-y 2

olarak bulunur. Bu 6zvektore iligkin birim 6zvektor



NE)
e, =
2
NE)
olarak elde edilir. Burada
_\/E L L
4 _\/E 1 \/§ ' 1 \/5 \/g , —2 1 \/§
¢ea =7 7 zlagzgzz N~ ~ =1, e =\—F7= —F =0
e g T |42
N 5 N
dir. Boylece
A=ree +Ae,e
2 1
DI e G O R I W N Y I )
2N TE BB B
V3 V3
2 21 V2
3 3 3 3
=4 +
21 V2 2
3 3 3 3
8 4] |1 V2
_ 3 3 + 3 3
A2 4 2 2
L 3 3 3 3
I3 -
2 2

elde edilmis olur.

Biitiin §'=[xl X, xk]’ler icin x'Ax >006zelligini saglayan kxk tipindeki simetrik 4

matrisine negatif tanimli olmayan matris denir. Eger x'4x=0 esitligi sadece §'=[0 0 0]
vektorii igin gegerli ise A matrisine pozitif tanimli matris denir. Diger bir ifade ile x'# 0 tiim

vektorler igin  x'Ax > 0 ise, A pozitif tanimli bir matrisdir.



Ornek: O(x) = 3xl2 - (2\/5 x,x, + 2X22 karesel formuna iliskin matrisin pozitif tanimli oldugunu

gosteriniz.

Coziim: Bu karesel formun matrisi

|3 2
A{—ﬁ 2}

dir ve bu matrisin 6z degerleri |A—/1] | =0 denkleminin ¢oziimiinden daha 6nce A4 =4 ve

A, =1 olarak elde edilmisti. Spektral ayrisimdan

_ ’ '
4, =Ae e+ 4e,e)

=4ee +e,e,
dir. A matrisi soldan x’ ve sagdan x ile ¢arpildiginda (burada §'=[xl xz] # 0 olan herhangi
bir vektor)
Xinndh o Xo1 = 4%1,0€1€1%0 0 +X12€,€0%,
=(4 le + 222 )>0
dir, burada y;=x'e e|x vey:=x'e,e,x dir. Ayrica e, ve e, birim 6zvektdrlerinin boyutu 2x1
dir. y, ve y, nin her ikisinin de sifir olmadig1 gosterilir ise x'Ax = (4y; +y3) >0 elde edilmis

olur ve bu durumda 4 pozitif taniml bir matrisdir. y, ve y,nin tanimindan
W2 |

Yo = E,0Xon

dir. E, tersi E’ olan ortogonal bir matrisdir. Yani £'= E™' ve E'E =1 dir. Buradan en son elde

edilen esitlik soldan E’ile ¢arpildiginda

X=EYy

elde edilir. x sifirdan farkl bir vektordir ve 0 # x = E'y = y # 0 dir.



Spektral ayrisimdan kxk tipindeki bir 4 simetrik matrisin pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart 4’nin biitiin 6zdegerlerinin pozitif olmasidir. 4 nin negatif tanimli olmayan bir matris

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4A’nin 6zdegerlerinin sifirdan biiyilik veya esit olmasidir.

Bir Matrisin Karekokii

Spektral ayrisgtm  yardimiyla simetrik pozitif tanimli bir matrisin herhangi bir kuvveti

bulunabilir. Buradan da bir matrisin kare koki elde edilir.

k
A, spektral ayrisimi A=Zﬁﬁgl_g; olan kxk tipinde simetrik pozitif tanimli bir matris ve
i=1

P, =[g1 e, - gk], siitunlart A matrisinin birimlestirilmis 6zvektorleri olan bagka bir

matris olsun. Buradan,

k
A=) Aee]
i=1

= kakAlcckPk’xk

dir, burada P, PP'=P'P =1 olan ortogonal bir matris ve A = , A, >0olan

diagonal bir matrisdir. Boylece
(PA'P)PAP' = PAP'(PA'P)=PP' =1

oldugundan

k
A=PAP =Y e
i=1 i

dir. A"?, i. diagonal elemanlari \/Z , 1=1,2,---,k olan diagonal bir matris olsun.
Buradan
k
47=3 [T e
i=1

— PAI/ZP!



matrisine 4 matrisinin karekok matrisi denir. 4'"? karekdk matrisi asagidaki ozelliklere

sahipdir:
o (A7) =4" (A" simetriktir)
° A1/2A1/2 — A

(AI/Z)—I — l

° AI/ZA—I/Z :A—1/2A1/2 =] ve A—I/ZA—I/Z — A—l

drr.



