7. HAFTA
Rasgele Bir Vektoriin Ortalama Vektorii, Varyans-Kovaryans ve Korelasyon Matrisleri

X'=(X,,X,,...,X,) p-boyutlu siirekli bir rasgele vektor olmak iizere

X, _E(Xl)_ H

X E(X
E(X,)=E : 2| _ : (X,) juz

x| [EX)] |a,

vektorii, X rasgele vektoriiniin beklenen deger (ortalama) vektoriidiir.

X, ve X, rasgele degiskenleri arasindaki kovaryans Cov(X,,X,)=E[(X, — ) (X, — )]

olmak iizere, X rasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi

Cov(X,,)=EX - E(X)(X -EX))
=E(X —p)(X —u)
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Var(X,) Cov(X,,X,) - Cov(X,X,)
B Cov(X,,X,) Var(X,) o Cov(X,, X))
_Cov(Xp,Xl) Cov(X ,,X,) - Var(X )

olarak elde edilir.
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olmak tizere,
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olmak iizere X rasgele vektoriiniin korelasyon matrisi
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Ayrica pxp tipinde V'"? standart sapma matrisi olmak iizere

\/O-_“ 0 - 0

V1/2 _

bigiminde olsun. Buradan,
viipr'? =x

ve
p=( )Ty

dir.



Varyans-Kovaryans Matrisinin Parcalanmasi

X'=(X,,X,,..., X ) rasgele vektoriiniin elemanlar1 iki veya daha ¢ok gruba ayrilabilir. Burada

amag ayn1 6zellige sahip degiskenleri bir grupta toplamaktir. Ornegin,
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©
ﬂq qul

'z
Il
Il

(2)
'uq+l E(p—q)xl

/’lq+2

veE



Cov(X) = E(X —p)(X - p)
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Orneklem Ortalama Vektorii, Orneklem Varyans-Kovaryans Matrisi ve Orneklem

Korelasyon Matrisi

Bu boliimde ¢ok degiskenli veriden, 6rneklem ortalama vektorii, 6rneklem varyans-kovaryans

matrisi ve 6rneklem korelasyon matrisinin elde edilmesi verilecek.

Birimlerin farkli karakteristiklerini gosteren degiskenler {izerinden elde edilen Slgiimler yani

veriler; grafik, tablo gibi farkli bi¢cimlerde ifade edilebilir. Arastirmaci arastirmak istedigi
konuya iliskin tanimlanan degisken sayis1 p >1’yi belirler ve bu degiskenlerin degerleri x;, ’yi
her birim, birey veya deneysel galisma i¢in elde eder. Burada x;, (j=1,2,---,n;i=12,--, p)

j inci birimin, i inci degiskenine ait 6l¢iim degeridir. Boylece, p degisken iizerinde yapilan n
tane 6l¢lim degerine iliskin X veri matrisi

X X Xy Xin
Xop Xyt Xy Xon
Ky =
xil xi2 xlj xm
_xpl po xpj xpn

bi¢cimindedir. Burada siitunlar birimleri, satirlar degiskenleri gostermektedir.

Boyle bir veriyi daha kolay anlamak icin, verinin tiimii yerine bu veriyi 6zetleyen sayilara
ihtiya¢ vardir. Biiyiik bir veri seti yerine, bu veri setine iliskin bir ¢ok bilgiyi igeren 6zet sayilara
tanimlayici (betimsel) istatistik denir. Ornegin aritmetik ortalama veya drneklem ortalamasi bir
tanimlayici istatistiktir ve sayilarin konum 6l¢iisii veya merkez degeridir. Diger bir 6l¢ii, her bir
saymin ortalamadan uzakliginin kare ortalamasidir ve bu da sayilarin degisim Olgiistidiir.
Genelde tanimlayici istatistikler olarak konum, degisim ve lineer iliski 6l¢iileri gozoniine alinir.

Buradan i inci degigkene iligskin 6rneklem ortalama degeri
_ 13 _
X, :_inj ,i=12,--,p
n =

olmak tizere 6rneklem ortalama vektori
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P pxi

biciminde elde edilir. Ayni1 sekilde i inci degiskene iligskin 6rneklem varyans degeri
2 RN -2
S; =Sii=_z(xzj_xi) s l=1,2,'--,p
n‘a
ve i inci degisken ile & inc1 degisken arasindaki 6rneklem kovaryas degeri
1 — — .
Sik :;Z(xg/ _xi)(xkj —Xk) 5 l,k = 1927"'9[7
j=1

olmak {iizere, 6rneklem varyans-kovaryans matrisi

S S S1p
S Sy Sop
S, = .
slp S2p o Spp pxp

olarak elde edilir. Burada s, = s, oldugundan, S, simetrik bir matrisdir. Burada varyanslar ve

kovaryanslar n’ye béliinerek verilmistir. ileride n yerine (n-1)’ e boliim seklinde elde
edilecektir. Bununla birlikte 7 inci degisken ile &k inc1 degisken arasindaki lineer iliskinin 6lgiisii

orneklem korelasyon katsayisi

> (3, =Ty~ %)

r;'k: s i,k:1,2,"',p
\/Z (xU _xi)2 \/Z(xkj xk)2
Jj=1 Jj=1
olarak hesaplanir ve buradan 6rneklem korelasyon matrisi
Lon M
R= Ut 1 5,
rip r2p 1

dirve —-1<r, <1 dir.



Ornek: n=4ve p=3 icin veri matrisi

4 6 6 8
X,,=[10 12 14 16
8 10 10 8

olmak {izere, Orneklem ortalama vektoriinli, 6rneklem varyans-kovaryans ve orneklem

korelasyon matrisini elde ediniz.

Coziim: Orneklem ortalama vektorii
1< 1 24
X ==) x,=—#@A+6+6+8)=—=6
1 412_1: 1j 4( ) 4

X —lix —1(10+12+14+16)—2—13
S R B! 4

1< 1 36
Xx=—>) x,.=—(&+10+10+8)=—=9
3 4; 3j 4( ) 4

x] [6
X=|% |=[13],
x| |9

w

orneklem varyans-kovaryans matrisi i¢in varyanslar

1 _
S11=ZZ(X1].—X1)2
j=1
=%[(4—6)2+(6—6)2+(6—6)2+(8—6)2]=%(4+0+0+4)=%=2
1 — v
S22=ZZ(x2j_x2)
Jj=1
20_g

%[(10—13)2+(12—13)2+(14—13)2+(16—13)2]=i(9+1+1+9)= ,

1< —
S35 =ZZ(X3]. —x3)2
=1

1 2 _0)2 _0)2 _0)\2 :l :i:
JIE=9) +(10-9) +(10-9) +(8-9) ] = (I+1+1+1) = =1

ve kovaryanslar



1< _ _
Sio =ZZ(x1j _xl)(ij -X,)
=

=%[(4—6)(10—13)+(6—6)(12—13)+(6—6)(14—13)+(8—6)(16—13)]

1 12
= (D) +0+0+ )3 = =3

1< _ _
Si3 =ZZ(x1j _xl)(x3j -X;)
=

=%[(4—6)(8—9)+(6—6)(10—9)+(6—6)(10—9)+(8—6)(8—9)]

= i((—Z)(— D+0+0+(2)(-1)=0

1< _ _
S3 :ZZ(‘XZJ' _xl)(x3j2 —-X;)
=

:i[(10—13)(8—9)+(12—13)(10—9)+(14—13)(10—9)+(16—13)(8—9)]

= i((—3)(—1) +(=DA)+OD+G)(=D)

1
=—(3-1+1-3)=0
4( )

olmak {izere 6rneklem varyans-kovaryans matrisi

olarak elde edilir. Buradan

S5 3

3
Vi, = = =
P fsufsn V245 3.1625

=0.9486

S
13
r13

0 —
T

0

S
23
l"23

0 —
e 2

olmak tizere 6rneklem korelasyon matrisi
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1 0.9486 0
R ={0.9486 1 0
0 0 1

biciminde elde edilir. Korelasyon matrisi incelendiginde, birinci ve ikinci degisken arasinda
pozitif yonde giiglii bir iligskinin oldugu ancak birinci ve ti¢iincii degisken ile ikinci ve {igiincii

degisken arasinda iliski olmadig1 goriilmektedir.

Orneklem varyans-kovaryans matrisinin parcalanmasi, kitle varyans-kovaryans matrisinin
parcalanmasi ile ayni yolla yapilir. Burada bilinmeyen parametreler yerine 6rneklemden elde

edilen tahminleri gelmektedir.

Orneklem Ortalama Vektorii, Orneklem Varyans-Kovaryans Matrisi ve Orneklem

Korelasyon Matrisinin Matris Islemleriyle Elde Edilmesi

Su ana kadar X ve § gibi betimsel istatistikler, X veri matrisinden elde edildi. Buna ek olarak

X ve S, X veri matrisinden matris islemleriyle direkt olarak elde edilebilir.
i inci 6zellige iliskin 6rneklem ortalamasi

(x4 x, 14+, 1)

X =
n
¥l
on
olarak verilsin. Burada y/=(x, x, - x,)vel'=(1 1 --- 1) dir. Boylece
_é_
X, ’,11 X X X, || 1
_ % 2= 1| X2 Xp Yo || 1
X=| . = n =— . .
: : " :
X , X1 Xpi Yo |11
p Zpl p P p
L n
veya
1
X=—X1



biciminde elde edilir. Benzer bigimde Orneklem varyans-kovaryans matrisini matris
islemleriyle elde etmek i¢in en son elde edilen ifade sagdan 1'vektorii ile carpildiginda pxn

tipindeki ortalamalar matrisi

T X
xl'=txi1=|™ " ’
Xp Xp )Cp

pxn

elde edilir. X veri matrisinden, ortalamalar matrisi ¢ikarilir ise pxn tipindeki sapmalar(artiklar)

matrisi

X=X X =X X — X
0% le 1= Xy =Xy Xy T X, Xop =X
P
Xpp =Xy Xpp TX, X, X, pxn

elde edilir. Bu sapmalar matrisi transpozu ile ¢arpilarak, kareler ve ¢apraz ¢arpimlar toplami

olan (n—1)S matrisi

X=X X=X o X, X Xpyp =X Xy =Xy o XX

rl p
_ X ¥ X —-% X, —X X.n — X, e X o —X
(n=1)S = 21 2 2 2 2n. 2 12. 1 22. 2 p2 p
Xpl_)_cp po_)?p xpn_)_cp pin X, =X Xy, —X, e xl’”_fp nxp
1 1
=(X —~X11)(X-~X11Y
n n
—x(-L11)x
n
olmak tizere
1 1

S=—X{U--11)X"
n—1 n

bi¢iminde bulunur.

S’den 6rneklem korelasyon matrisi R elde edilebilir. pxp tipindeki 6rneklem standart sapma

matrisi D"?ile tanimlansin ve (D"?)™' = D™"?olsun. Yani



s, 0 0 |
DV = 0 Sy 0
i 0 0 Spp_pxp
\%~
S11
0 ! 0
D*l/z_ S22
0 0 !
Spp

L I pxp
dir. Buradan 6rneklem korelasyon matrisi

R — D71/2S D71/2
bi¢iminde elde edilir. Ayrica

S — Dl/ZR Dl/2

dir.

Rasgele Degiskenlerin Lineer Bilesimlerinin Ortalama Vektorii ve Varyans-Kovaryans
Matrisi

X,, X,; ortalamalann E(X,)= g, E(X,)=u,, varyanslan Var(X,)=o,,, Var(X,)=0,, ve

aralarindaki kovaryans Cov(X,,X,) = o,, olan rasgele degiskenler ve a, b sabitler olsun.
aX, ve bX, rasgele degiskenleri i¢in
E(aX))=au,, E(bX,)=bu,, Var(aX,)=a’c,,, Var(bX,)=b’c,,, Var(bX,)=b’c,,
dir.
Ayrica

E(aX,+bX,)=au +bu,

Var(aX, tbX,)=a’c,, +b’c,, +2abo,,



Cov(aX,,bX,) = E[(aX, —apu)(bX, —bu,)]
= E[a(X1 — 1) b(X, _,uz)]
= abE[(Xl — 1) (X, _,uz)]
=abCov(X,,X,)

=abo,,
dir.

)_('z[X1 Xz] ve g'z[a b] olmak tizere ¢'X lineere bilesimi

cxele o)

=aX,+bX,

bigimindedir. Buradan

veE

=ap +bu,
olarak bulunur. Benzer sekilde
Var(¢'X)=E|(c'X—c'p)’ |
=E [(g')_( —cp)(c’X - g’;_t)]
=E[c/(X-u)(c'(X-p)]
=E [g’()_( — (X — A_l)'Q]

= c'E[(X-u)(X-p)|¢
=c'Cov(X)c

=c'Zc

Ve



c'sc=[a b]{jl ZUMZ}
12 22

=a’c, +b’c,, +2abo,,
olur. Elde edilen bu sonuglar p tane rasgele degiskenin lineer bilesimi i¢in de gegerlidir.
X, X,,~--,X,, p tane rasgele degiskenin g tane lineer bilesimi igin genel yapi

Z, =c;, X, +c,X, +---+c1po

Z,=c, X, +cpX, +---+c2po

Z,=c X +c, X, ++c, X,

veya
A i Cp Cip X,
Z, G Cp G X,
Z = = . .
C C e
q axl 11q q2 qp qxp p pxl
-Ccx

bi¢imindedir. Buradan

E(CX)=CE(X)
:CE

ve

CoW(CX) = E[(CX ~Cp)(CX ~Cp) |
C(X - u)(C(X - ) |
C(X - u)(X - ) C']

= CE[(X - (X -y ]C’
=C Cov(X) C'
=CX(C

=E[
=E[

dir.

Ornek : X'= [X X 2] , ortalama vektorii 4= [ y7A ,uz] ve varyans-kovaryans matrisi
| %1 On . N 4| X4,

X= olan bir rasgele vektor ve Z = =
O, On Z, X +X,

ortalama vektdriinii ve varyans-kovaryans matrisini elde ediniz.

}olsun. Z rasgele vektoriiniin



Coziim :

E(Z) = E(CX)
:C/_j

1]

Ve

Cov(Z) = Cov(CX)

=CXxX

|1 —ljjo, o, I 1

1 1o, o,|-11

_ {0-11 —-20,+0, 0y =0y }
01 =0p 0, +20,+0,

=X

VA
elde edilir. Eger X,, X, rasgele degiskenlerinin varyanslan esit ise yani o,, =0,, ise X,
matrisinin diagonal olmayan elemanlart sifir olur. Buradan varyanslari esit olan iki rasgele

degiskenin toplamlar1 ve farklar iliskisizdir.



