9. HAFTA
COK DEGISKENLI NORMAL DAGILIM

Cok degiskenli analizlerde, ¢ok boyutlu normal dagilim 6nemli rol oynar. Bir ¢ok ¢ok
degiskenli istatistigin drneklem dagilimi merkezi limit teoreminden yaklasik normaldir.
Cok degiskenli normal yogunluk fonksiyonu, p>2 i¢in tek degiskenli normal yogunluk

fonksiyonunun genellestirilmis halidir. Ortalamas1 u ve varyanst o’olan tek degiskenli

normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

Yz
f(x)= ! ez("] , —0< X<
py o
x— 2
bi¢imindedir. Olasilik yogunluk fonksiyonundaki (—’u) ifadesi
o

2
xX— _
( ”] = (x= (@) (x— 1)
o
bi¢iminde yazilabilir. Bu yaklasim pxl boyutlu x gozlem vektorii igin genellestirilir ise

(x—p) T (x—p)
elde edilir. Burada,

E(X)=u,, ; X rasgele vektoriniin beklenen degeri

Cov(X)=Z,,; X rasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi

X, X rasgele vektoriniin gézlem vektort

dir.

Cok degiskenli normal yogunluk fonksiyonu elde edilirken, tek degiskenli yogunluk
fonksiyonundaki uzaklik ile ¢ok degiskenli yogunluk fonksiyonundaki uzaklik yer degistirir.
Ancak bu degisiklik yapilirken, tek degiskenli yogunluk fonksiyonundaki sabit carpan, her p
icin ¢ok degiskenli yogunluk fonksiyonunun yiizeyi altindaki hacim “1” olacak bi¢imde daha

genel bir sabit ile degistirilir.



Cok degiskenli durumda olasiliklar, x, , i=1,2,..., p degerlerinin araliklar ile tanimlanan
bolgeler lizerindeki yiizeyin altindaki hacimler ile verildiginden, bu degisiklik gecerlidir. Cok
degiskenli yogunluk fonksiyonu igin sabit deger (27)7?[2["” dir ve X'=(X,,X,,...X,)

rasgele vektorii i¢in p-boyutlu normal yogunluk fonksiyonu

1 Lxepy s e .
f(&)zmez , —o<x, <o, i=12,..,p

bi¢imindedir ve X ~ N, (4,X) ile gosterilir.

o . | A | %1 On a4 s . <
rnek: X ~ N,(u,X) ve u= , L= olan iki degiskenli normal yogunluk
- - 2 Op Opn

fonksiyonunun agik halini elde ediniz.

Coziim: p boyutlu normal dagilim i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

1 Ly 57 (- ) .
f(z)zmez . —00<x[<00,l=1,2,...,p

bigciminde olmak {izere p =2 i¢in fonksiyonu agik olarak elde etmeye ¢aligalim.
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p, =——=—=Corr(X,X,) = O, = P01 Oy
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|Z| =00, — 0y,

2
=00y — (pu\/ 01102 )

=0,0,1- p122)

dir. Buradan

2 2
0,0y =05, = 0,0, —(py, VOi1V 02 )

=0,,0p,(1- ,0122)

biciminde elde edilir. Elde edilen bu degerler iistel fonksiyonda yerine yazildiginda fonksiyon



Oy _p12\/o-—11\/0-_22}|:xl_:u1i|

]
(x—p) T (x—p) =[x — %, — p, | —————
B - C 0,05, (1= p5) — P20\ n o, X, — M,

_ 0, (X _/Ul)z +0,,(x, _/"z)2 =2P3\ 01140 n (= 4)(x, — 11,)

0,0, (- ,0122)

2 2
_ 1 [xl_:ul] +(x2_ﬂ2] ~2p [xl_ﬂlJ[xz_ﬂzJ
2 12
1=pp |\ o, VO VOu VO

ifadesi elde edilir. Boylece iki degiskenlik normal yogunluk fonksiyonu

2 2
1 1 X~ M X, — M XM || X
le,Xz(xlaxZ): eXpy— [ : 1] +[ 2 2] _2:012( : 1][
Q27N oy05 (- pf) 200=p3) | o, N Vou )\ o
bi¢iminde elde edilir.

X,, X, iliskisiz rasgele degiskenler yani p,, =0 ise ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

2 2
1 1| x,—pu X, — u

Sy x, (%, %,) = ———=0xp{—= [ 1A +( 2 zJ
(27)\/0,,0,, 2 o, / o,

_ 1 ex R '] 1 ex - 2
o, | 2|\ Jou ) |[] | Verdem | 2|\ e
=le(xl)fX2(x2)

marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ¢arpina esit olur. Bu sonugtan normallik varsayimi
altinda, iki rasgele degisken iligkisiz ise bu rasgele degiskenler ayn1 zamanda bagimsizdir

sonucu ¢ikar.

p-boyutlu normal rasgele vektor i¢in, p-boyutlu normal yogunluk fonksiyonundan
yogunluk i¢in sabit yiiksekliklerle elde edilen x degerlerinin ¢izimleri elipslerdir. Yani ¢ok
degiskenli normal yogunluk yiizeyleri iizerinde sabittir. Burada (x-u)’ > (x- M) kare uzaklig

sabittir ve x vektoriiniin ¢izimlerine kontur denir.

Sabit yogunluk elipsoidinin eksenleri, £~ ’in &zvektdrlerinin ydniinde ve uzunluklari

>"’in 6zdegerlerinin kare koklerine karsilikli orantilidir.



Sonug: T pozitif tanimli ise yani ¥~ mevcut ise

Zgzlg:il’lg:lg
A

dir. Burada (4, e)¢ifti, £ nin 6zdegerleri ve iliskili birim 6zvektorleri, (%, e) cifti, = 7"’in

ozdegerleri ve iliskili birim 6zvektorleridir.

Ozet olarak, p-boyutlu normal dagilim igin sabit yogunlugun konturlar1 x ile tanimlanan

elipsoidlerdir. Yani

x-p) T (x-p) = ¢’

=

dir. Bu elpsoidlerin merkezi 4 * diir ve eksenleri (ic\/z ¢)dir. Burada X¢ =4e ,i=12,..p
dir.

Op

N o
Ornek: X ~ N,(u,X) ve E:{ﬂl}, Z:{ ! } olan iki degiskenli normal dagilimda

h O, Oy

0,, = 0,, oldugunda sabit yogunluk konturlarmin eksenlerini elde ediniz.

Coziim: o0,, =0, oldugunda iki degiskenli normal dagilim icin sabit olasilik yogunluk

konturlarinin eksenleri elde edilecek. Eksenler, X’nin 0&zdegerleri ve iliskili birim

ozvektorlerine gore belirlenmektedir.

| % On -
Y= oldugunda
O Oy

|£— 41| =0 esitliginden

o,—A o
I 12
0{
O o, -4

} =(oy, _2)2 _0_122

=(A-0,-0,)A-0,+0},)

dir. Buradan 6zdegerler A, = o,, +0,, ve A, =0,, —0,, olarak elde edilir. A, 6zdegerine iliskin

g birim 6zvektorii



Ze =g
{0_11 0-12}{611}:(0_114_0_12)[611}
Op Oy 8 €

0,6, +0,¢, =(0,,+0,,)e,

01€, + 0,18, = (0, +0},)ey
esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizliklerden e, =e,, elde edilir ve 4 =0, + 0, i¢in

birimlestirilmis 6zvektor

1

. {en} . \/5

e, 7| 1
€

olarak bulunur. Benzer bigimde A, = 0,, —0,,i¢in

2o =he
Oy Op || 4 — (¢, —0,) €
O, Oujlé» b e,

0,6, + 0,6, =(0,—0y,)e,

O, + 0y, =(0),—0),)ey,

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizliklerden e, = —e,, elde edilir ve 4, = o,, —0,, i¢in
1
_| & 2
L
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olarak bulunur.
o,, kovaryansi (veya p,, korelasyonu) pozitif oldugunda 4, = o,, + o,, bilyiik olan 6zdegerdir

ve iligkili g' z{ }6zvekt6rﬁ, ,il' = [ 7 ,uz] noktasindan gegen 45°°lik dogru boyunca

1 1
NRNG)
uzanir. Ozvektoriin - degerleri esit oldugundan, bu durun pozitif degerli her

kovaryans(korelasyon) i¢in dogrudur. Sabit yogunluk eksenleri ic\/z e ve ic\/z eile

verildiginden ve 6zvektorlerin uzunluklar1 1’°e esit oldugundan biiyiik eksen, biiyiik 6zdegerle



iliskili olacaktir. Buradan pozitif iliskili normal rasgele degiskenler i¢in sabit yogunluk

elipslerinin biiyiik ekseni E'=[,ul yz]noktasmdan 45%ile gecen bir dogru olacaktir.
Kovaryans(korelasyon) negatif oldugunda A, =0, —o,,biiylik 6zdeger olacaktir ve sabit
yogunluk elipslerinin biiyiik ekseni ,il' =[ y7A yz]noktasmdan gecen 45°° lik dogruya sag agili

dogrular boyunca uzanirlar. Bu sonuglar sadece o, = 0, oldugunda dogrudur.

0,, =0, olan iki degiskenli normal dagilim i¢in sabit yogunluk elipsleri &, >0(p,, >0)

oldugunda

bigimindedir.
Karesel form
(x- E)' > (x- W)= = ;(f, (ar) dir, burada ;(f, (), p serbestlik dereceli ve « yanilma olasiliginda

Ki-kare dagiliminin degeridir. p boyutlu normal dagilim i¢in, x degerlerinin giliven elipsoidi

(1-a) olasilig1 ile (g—ﬁ)' 2’1(§—£) < ;(f, (o) esitligini saglar.

0,, =0, ve p;, =0 olan iki degiskenli normal dagilim i¢in %50’lik sabit yogunluk konturlar



ve 0, =0, ve p,=0.75 olan iki degiskenli normal dagilim i¢in %90’lik sabit yogunluk

konturlan

bigimindedir.
(x-p)' > (x- ) kare uzakligi “0” oldugunda, yani (x=) oldugunda, p degiskenli f(x)normal

yogunluk maksimum degere ulasir.

Cok Degiskenli Normal Dagihmin Diger Bazi Ozellikleri

Cok Degiskenli Normal Dagilima sahip X rasgele vektorii i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir.

1. X rasgele vektoriiniin elemanlarinin lineer birlesimlerinin dagilimi normaldir.
2. X rasgele vektoriiniin elemanlarinin biitiin alt kiimelerinin dagilim (¢ok degiskenli)

normaldir.

3. Kovaryanslar sifir ise, iligkili degiskenler bagimsiz dagilir.



4. X rasgele vektoriiniin elemanlarinin kosullu dagilim (¢ok degiskenli) normaldir.

Sonug: X ~ N, (u,%) ise a'X =a X, +a,X, +...+a,X, lineer birlesimi N(a'y,a'xa)dagilr.
Ayricaher a igin a'X ~ N(a'u,a'%a) ise, X ~ N, (1, %) dir.

Ornek: X ~N,(u4,%) olsun. Burada E(X)=u ve Cov(X)=X dir. a'=(1 0 .. 0)

sabitlerden olusan p boyutlu bir vektor olmak tizere a'X lineer birlesimin dagilimini bulunuz.

Xl
XZ
Coziim: a'X =[1 0 o] ."|=4x,
XP
olmak tizere
E(@'X)=d'u
H
=[1 0 .. 0] /fz =1
Hy
A\
Cov(a'X)=a'%a
O, Op o, || 1
o o} o 0
=t o .0 . 7 2 =o
Glp G2p O-pp 0

oldugundan, X, ~ N(4,0,,) dir. Daha genel olarak X'=(X,,X,,..., X )rasgele vektoriiniin

her hangi bir X, bileseninin marjinal dagilimi N(y,,o ) dir.



Sonu¢: X ~ N (u,%) ve

a, X, +a,X,+..+ alep

ay X, +a,X,+..+a, X
A X : nr

ep S pxl

a,X,+a,X,+..+a,X,

g tane lineer bilesimin ortak dagilimi N, (Ap, AZA') dir. Ayrica elemanlar sabitler olan &,

vektoriiigin - (X +d)~ N, (4 +d,Z)dur.

. L XX, 1 -1 0 , .. 5
Ornek: X, , ~ N;(4,%)icin X, X, o 1 -1 X, |=4,,X,,, ifadesinin dagilimimi

bulunuz.

Coziim: 4, . X, ~ N,(Au, AZA") dir. Burada

E(A)_()ZA,it
Tt o™
“lo o1 -1
- Hs
:_ﬂl_ﬂz}
Lt —
vE
Cov(AX) = AZA'
1 -1 o o, o, o1 0
= 0 1 _J O, Oy Oy 11
- 05 0y 05| 0 -1
_ 0,—20,+0, O, 70, =0y, 0-13}
O, 10,30, —0y; 0, —20,; + 03,

dir.



Sonu¢: X, rasgele vektoriiniin her altkiimesinin dagilimi yine normaldir.

— pxl

X ~N,(u4,%) olmak tizere

O )

—gxl liqul
prlz - ve /;lpxlz -
(2) (2)
—(p—q)x1 E(p—q)xl
ve
an : 12)
qucz : qu(p,q)
ZPXP: T T T
(21) : (22)
Z(p—q)w : z:(p—q)X(p—q)

bigiminde pargalara ayrilirise X" ~ N . (E“),Z(”)) dir.

Ornek: X, ~ Ny(u,Z)olmak iizere (X,,X,)rasgele degiskenlerinin ortak dagilimini
bulunuz.
Cx, ]
X4
X
Cozim: X, , = P ol bi¢iminde par¢alandiginda,
R e
3
L X5 ]
C ]
Y7
| ] e
E()_(Sﬂ): P =TT
| Lo
My
L Hs ]

veE



Oy Oy O O3 O)s
Oy Oy Oy O3y Oys
O, Oy Oy O3 Ois
O3 Oy O3 033 O35
| O  Ous Ois O35 Oss |
[ s an (12)
Z:2x2 z:2x3
(2D : (22)
_23):2 . 23)53

olarak elde edilir. Buradan,

) _|

Hy Oy Oy

)_((1) - NZ( U

dir.

Sonuc:

a. X (”1 ve )_(;2)1 rasgele vektorleri bagimsiz ise her zaman Cov(X", X?)=0 dir.

—qiX X NXq>
(1) M (1n : 12)
X Hyx ququ : quxqz
b. |[-——|~N, , (|-——=]|-—= i —==]) ise X ve X nin bagimsiz olmas
) 1)) @y ()
X 'u‘h)fl Z‘hxq] : 2‘12’“]2

icin gerek ve yeter sart "> =0 olmasidir.

c. XV ve X%nin bagmsiz ve dagilimlar1 sirasiyla )_((1)~qu(,¢1(1> , 2Myve

(2) (2) (22)\ :
X7 ~N, (7, X27)ise



X, 4, 4 10
Ornek: X, =|X, |~ Ny(u=| 4, [,Z2=|1 3 0| )olsun. Buradan,
X, A 0 0 2

a. X, ve X,rasgele degiskenleri bagimsiz midir?
b. (X,,X,)ile X, i¢in ne diyebilirsiniz?
Coziim:

a. Cov(X,,X,)=o0,, =1oldugundan X, ve X, rasgele degiskenleri bagimsiz degildir.

X, 4 1 10

x® sa) 1 502
X2 2 1 3 O 2x2 ) 2x1 .
b. X= =|l-——1, 2= . =|-—— ! ———|dir. Buradan,
el T T e e
3 .

X 0 X
Cov(X" = X‘})_(“EXQ:Z“Z):{O} oldugundan, )—((l){xl} ve X® =X,

2 2

bagimsizdir. Burada X, hem X, hem de X, ile bagimsizdur.

Sonuc:
o) ) an : (12)
—gx1 /_qul qur{ : qu(p_q)
Xp=| = N = | mem f o= e [E®)s0
() ) ) (21 : (22)
—(;H])xl_z 'u(pfq)xl z“(pfq)xci : z:(pfq)X(pfq)
olsun.
X®  =xPverildiginde X" *in kosullu dagil
X =X g X i sullu dagilimi

x® ‘ X® =x®) - N, ( H(l) 4 3123022 (x® — 4,21V _202)2(22)"2(21)) dir.
Ispat:

I : _2(12)2(22)’l

gx(p—q)
A =| ——— R alinsin. Buradan

I

(p—q)xq (p—q)x(p-q)



)_((1) _ ﬁ(l) )_((1) _Il;l(l) _2(12)2(22)71 ()_((2) _ E(Z))
AX-@)=A4] == |=|——mmmmm
)_((2) _’u(2) X(Z) _IU(Z)

rasgele vektorii varyans-kovaryans matrisi

I : _2(12>Z(22)*‘ 2(11) : 2(12) ] : 0
AZA = ——— S S o Do
0 : I >eh o 3@ (_2(12)2(22)4); : I
_2(11) _2(12)2(22)42(21) : 0’
0 Cox®

olan p boyutlu normal dagilir.

—1 .« .
XU -y x5 (x® )Py yve XP — P rasgele vektorlerinin  kovaryansi  sifir

oldugundan bagimsizlardir. Bununla birlikte,
X0 _Em _yay@)! (X _E(Z)) ~ N, LI ) YEDRS SR
dir.

. e -1 . . .. ..
X0 =xP verildiginde 4 +X"2® (x? — 4?) elemanlari sabitler olan bir vektordiir.

X0 —u? _xzet (x ™ _ u?) ve X — u? rasgele vektorleri bagimsiz oldugundan,

X0 E(l) +REE T (x@ ;_1(2)) *nin kosullu dagilimi X — ,il(l) Ry (x ™ ;_1(2)) ’nin

kosulsuz dagilimi ile aynidir.

)_((1) _E(D _2(12)2(22)’l ()_((2) _E(Z)) - Nq (0 , 1D _2(12)2(22)’12(21)) oldugundan,

X0 — O 43095 (k@ _ )y rageele vektorii X = x® verildiginde
X0 04508 (k@ _ Dy pageele vektdriine doniisiir. Boylece

()_((1) ‘)_((2) — §(2)) - Nq (E(l) + 2(12)2(22)’1 (§(2) _ /J(Z)) , b _ 2(12)2(22)’12(21))

dir.



Ornek: X'=(X,,X,)rasgele vektoriinin dagihmi X, , ~ N, (4,Z)olmak tizere, X, =x,

verildiginde X rasgele degiskeninin kosullu dagiliminin

2
(o O,
(X1|X2 =x,)~ N(x +O__“(x2 — 1), O ——=

2 Oy
oldugunu gosteriniz.

Coziim: X'=(X,,X,)rasgele vektori i¢in, X, =ux, verildiginde X rasgele degiskeninin

kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

S (%,%,)

S (x, |x2): 1)

bigiminde tanimlanir. Burada f(x,,x,), (X,,X,) rasgele degiskenlerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu ve f(x,), X,rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonudur. Bununla birlikte

A v _|%1 O%n _ . __ %
E(X)=pu= , Cov(X)=X= ve Corr(X,,X,)=p, =—F—F— di.
T LM O, Op VO11VO»
Ayrica
Oy
Pz
011V02
2
O,
ph=—"2
0,107
2
2
0110 = =

(o}
2 _ 2\ 4
ve 0, ——==0y,(1-pp,) dir.
O

Iki degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonu daha dnce

2 2
! ! X —H X, —H X =y || X, —p
le’Xz(xl’x2): CXpy— [ 1 1] +[ 2 2] _2:012( 1 11{ 2 2
27)o,0, (1~ pp) 2(1-p7) VO \O \ O \Oy



olarak elde edilmisti. Bu fonksiyonunun iistel ifadesinde (x, — ) ’i igeren iki terim — !

2(1-ppy)
sabit terim ile carpim bi¢giminde ifade edilebilir ve
2
X, — 1)’ x, — ) (x, — \JO >
(0= 44) —2/)12( L= )% ,Uz)z_ X, =ty — P ~=(x, ~ 1,) _&('xz_ll’l2)2
On VOO On VO On

biciminde yazilabilir.

o Jo, o 5 . .
12 =—'2 oldugundan, iistel ifadenin tamamu;

P = veya pr,
VO1VO2 On 92

1 (%, _/Jl)2 (x, —p)(x, — 1) " (x _/uz)2 }

_ —2p
2(1- plzz) Oy N VO11\O 2 On

2
1 Jo 1 1 ’
=_—2 xl_ﬂl _plz—ll(XZ _/'lz) _—2(__&)(x2 _11’12)2
2011(1_:012)_ VO 2(=p;) 0, 0y
- 2
1 o, 1 (xz—,u2)2
= x4, ——2(x, - -z s
2011(1_:0122) L A Oy s IuZ):| 2 oy

olarak elde edilir. Ayrica 27+/0,,0,,(1-p) sabiti (N27+o,, ) N2z, (1-p)) )

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan X,ve X, ’nin ortak yogunluk fonksiyonu X, ’nin marjinal

yogunluk fonksiyonu

e(xz—ﬂ2)2/20'22

1
fxz(xz)—\/z—ﬂ—\/o_—22

boliindiigiinde, X, =x, verildiginde X, rasgele degiskeninin kosullu olasilik yogunluk

fonksiyonu



S (x5 %))

S(x |x2) = 1)

2 2
o 1(x,—
=2 (xy— ) | L2 H2)”
Oy 2 op

1

_ (V2zo,(1-p2) ) V2724fo, )
N 1
or o,

e 20y, (1-p(»)

(5=)° /207

2
1 [P }
e ()
1 e 2011(1—P122){ [ep5)

i \/g\/o_n(l_plzz) ,

—0 <X <o

elde edilir. Boylece X, = x, verildiginde X, rasgele degiskeninin kosullu dagilim

O,
(X1|X2 =x,)~N(y +O__12(x2 =), 0-11(1_,0122))

22

elde edilmis olur.

Sonug: X, rasgele vektorinin dagihmi X ~N (u, Z) ve |2|>Oolsun. Burdan X,

rasgele vektoriiniin Moment Cikaran Fonksiyonu

t'"3t

t' +l
Lt

MX(L):Q

dir.

Sonug¢: X rasgele vektorintin dagilmi X ~ N (u , X) ve |2| > 0 olsun.

ay X8 X -~
b) N,(x,%) dagilm (1-«a) olasilikh {5:(5—&1)' 2"1(5—,51) < ;(;(a)} giiven

elipsodini verir. Burada ;(; (), ;(i dagiliminin « mnc1 iist sinirmi gostermektedir.



Ispat: a) ;(;, N(0,1)dagilmma sahip Z,,Z,,...,Z, bagimsiz rasgele degiskenlerinin

karelerinin toplami bigiminde tanimlanir. Yani (Z” +Z; +...+Z 12,) ~ ;(i dir.

(4,e),i=L2,..,p X’nin Ozdeger ve iligkili birim 06zvektorleri olmak iizere Spektral

ayrisimdan

P

= Z%ﬁiéz"

=1 7Y

dir, burada Te, = e, = X', :Lei dir. Sonugta

i

(X -p) S (X - 1) = ﬁ%)(;_( — el (X —p)

P

=> —_)(gl (X - w)

i=1 ;

- Z{(ﬁ)@; (X - ;_z))}

p
=7

i
i=1

elde edilir. Burada

E(( J—)(ng 1) = J;—_,Eof 4)

=ﬁg;(ﬂ‘<)_{)—g>

i

1

\/X_,(ﬂ )

=0

Ve



Var(( \/2—)(22()_(—&1))=%Var(£§()_(—l_t)

1

1
=—Var(e X
7 (e;X)
- Leze,
Z
1
=—=el(d.e
/«li—z( l—l)
=ee,
=1
1
oldugundan, (—)(e/(X —u)~ N(0,1) dagilir.
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dir. Sonugda Z~ N, (0,7) dagilir. Boylece kovaryanslar Cow(Z,,Z,)=0, i,k=12,..,p

oldugundan, Z,Z,,...,Z, ler iliskisiz ve normallik varsayimi oldugundan aym zamanda

bagimsiz standart normal rasgele degiskenlerdir ve (X — u)’ SHX - M)~ ;(; dagilir.

b) X ~ N, (u.X)dagildiginda, (X - ,it)'E’1 (X—-p)< ¢* elipsodini veren olasiliklardir.

a sikkindan P((X — E)' >N(X - M) < ;(f, (x))=1-a oldugundan, b sikki da

gecerlidir.



