10. HAFTA

Cok Degiskenli Normal Dagihmdan Orneklem ve En Cok Olabilirlik Tahmin Yoéntemi
(MLE)
Bu béliimde, ¢ok degiskenli normal bir kitleden alman X, X,,..., X, rasgele orneklemlerden

elde edilen orneklem ortalama vektori X ve Orneklem varyans-kovaryans matrisiS

istatistiklerin 6rneklem dagilimlar verilecektir.
Cok Degiskenli Normal Olabilirlik

pxltipindeki X, X,,..., X rasgele vektorleri, ortalama vektorii U ve varyans-kovaryans
matrisi X olan ¢ok degiskenli normal bir kitleden rasgele bir 6rneklem olsun. X, X,,..., X ’ler
kargilikli bagimsiz ve her birinin dagilmi N, (#,%) oldugundan, bu rasgele vektdrlerin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu, marjinal normal yogunluk fonksiyonlarmin ¢arpimina esittir.

Boylece ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
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olarak elde edilir.

Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu maksimum yapan parametre degerlerine en ¢ok
olabilirlik tahmin edicileri denir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerin bulunmasi i¢in kullanilan

teknige de en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi ad1 verilir.

Sonug: 4, kxk tipinde simetrik bir matris ve X, kx1 tipinde bir vektor olsun.
a) x'Ax =tr(x'Ax) = tr(Axx)

k
b) tr(A)=Z A, A’ ler A’nin 6zdegerleridir.
i=1

Ispat:

a) X;,A.X,, ifadesinin degeri bir sabittir ve sabit bir degerin #’i kendisidir. Boylece



x'Ax =tr(x'Ax) dir. Ayrica B, , ve C,_, matrislerii¢in ##(BC) = tr(CB) oldugundan
tr(x'Ax) = tr(Axx") dir ve sonugta x'4Ax = tr(x'Ax) = tr(Axx") olur.
b) A ’ler A’nin 6zdegerleri ve e, ’ler bu dzdegerlere karsilik gelen birim dzvektorler

olsun. Buradan,
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A=, . diagonel bir matris ve P, =[e, e, - &,
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PP'=P'P =1 olan ortogonal bir matris olmak iizere, Spektral ayrisimdan
A= P'AP dir. Boylece,
tr(A) =tr(P'AP)

=tr(APP")

=tr(A)

=4 +A4+ -+ 4

k
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elde edilir.

Cok degiskenli ortak olasilik yogunluk fonksiyonundaki iistel ifade yukarida verilen sonucun

(a) seceneginden,
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dir ve her iki tarafin toplami alinir ise
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elde edilir. Z@ ;—M)(x; —p)" ifadesindeki (x, —p)'ye X = 125 ; bir eklenip, bir ¢ikarilir
iTE s e ne"
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1se



i(z,.—z@—g)(zj —X+X—g)’=i(§j—z)(§_,~ —z>’+i<z—g)(z—g)'

=35, D, 5 +n(E - )(E - 1)

sonucu elde edilir. Burada, Z (X, —X)(X-p) ve Z (X—p)(x;-X)" capraz carpim
j=1
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ifadelerine iliskin matrisler sifirdir.

Bu sonuglardan, ¢ok degiskenli normal kitleden alinan rasgele 6rnekleme iliskin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu
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bigimindedir.

Bu yogunluk fonksiyonunda x,,X,,---,X, gozlem degerleri yazilir ise olabilirlik fonksiyonu

elde edilmis olur ve L(y,X)ile gosterilir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu x; ’lerin

fonksiyonu iken, olabilirlik fonksiyonu bilinmeyen x ve X Kkitle parametrelerinin bir

fonksiyonudur. Boylece x ; vektorii birimlere iliskin gézlem degerleri ise olabilirlik fonksiyonu
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dir. Ayrica
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bi¢iminde elde edilir.

4 ve X Kitle parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri
Bu bélimde u ve X kitle parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilecek.

Sonuc 9: B, pxp tipinde simetrik ve pozitif tanimli bir matris ve b >0 olan bir sabit i¢in

1 -1
Le_?r(z B) < L(zb)pb e—bp
[ i
|
dir, bu esitlik butin pozitif tanimli X matrisi i¢in gegerlidir. Z:EB icin esitlik

sozkonusudur.

Sonu¢: X,,X,,---, X, ortalama vektorii u ve varyans-kovaryans matrisi ¥ olan p boyutlu

normal dagilimdan rasgele bir 6rneklem olsun. Buradan
N | o < = - -
p=X=13x ve -1y x, - B, -xy-"Dss,
- n n Jj=1 n

4 ve ¥ kitle parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileridir. Bunlarin gézlem degerleri

_ 1 R _ —s . .. I

§=—Z§ ; Ve 2= —2(5 ; —X)(X; —X)"’ye u ve I Kitle parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
nio ni -

tahmin degerleri denir.

Ispat: Olabilirlik fonksiyonundaki e iizerindeki ifade % carpan1 gézoniine alinmadan
tr {El {Z(z ;XX —X)'ﬂ +n(X—p) T (X - p)
j=1

dir. 7' pozitif tanimli oldugundan ve 4#=X olmadigr middetge X-p) Z’I(X—lz_z)>0d1r.
Boylece olabilirlik fonksiyonu 4=X de u’ye gére maksimum olur. Buradan olabilirlik
fonksiyonu
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ifadesi X lizerinden maksimize edilebilir. Bir 6nceki sonugta b = g ve B= Z (x;, - X)(x; —X)'
j=1

alinirsa, olabilirlik fonksiyonu 3= 1 z (x; —X)(x,; —X)' de maksimuma ulasir.
nj=i
X en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi bir rasgele vektor ve S en cok olabilirlik tahmin edicisi bir

rasgele matristir. Bu tahmin edicilerin, en ¢ok olabilirlik tahminleri verilen veri kiimesinden
elde edilen degerlerdir. Bununla birlikte, olabilirlik fonksiyonunun maksimumu
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dir.

X ve S ‘nin Orneklem Dagihmi

Tek degiskenli durumda X, X,, -+, X, ~ N(u#,0°) dagilimdan rasgele bir érneklem

olsun.
Buradan, X = lZ:X . orneklem ortalamasi ve §* = %Z (X, - X)*6reklem varyansi
n Jj=1 ’ n— j=1
tahmin edicilerin, orneklem dagilimlar sirasiyla X ~N(u, 1 o) ve
n

(n—-1S*=>(X,-X)" ~c’y., dir.
j=1

Cok degiskenli durumda X, X,,--, X, ~ N, (4,%) dagilimdan rasgele bir 6rneklem

olsun.

_ n 1 & _ _
Buradan, X = X, Orneklem ortalama vektori ve S :le()—( XX, X))

=1 n =1

I |~

orneklem varyans-kovaryans matrisi tahmin edicilerin 6rneklem dagilimlan sirasiyla

X~N L, %Z) ve (n—1)S~W _,(4X) dir. Burada W Wishart dagilimini gostermektedir.

Bununla birlikte X ve S bagimsizdir.



