11. HAFTA

Kitle Ortalama Vektorii Hakkinda Sonu¢ Cikarimlari

Tek degiskenli durumda Xrasgele degiskeni ortalamas1 4 ve varyansio” olan normal dagilima

sahip olsun.  H:u =g, hipotezinin, H, :pu# 4, hipotezine karsi testinde varyansin

_ 1L
oy , dir ve burada, X:—ZXj ve

SiNn " =]

bilinmedigi durumda test istatistigi ¢=

1 & -
SZZ_IZ (X;-X)* dir. Gozlenen [f| degeri, n—1 serbestlik dereceli ¢,_,(a/2)tablo
n=1j=

degerinden biiyiik ise #, hipotezi reddedilir. |t| biiyiik oldugunda H,’in rededilmesi, #*nin
biiyiik oldugunda H,’in reddedilmesine esdegerdir. Buradan

fz — ()?_/uo)z

2/ =n()?_,uo)'(S2)71()?_,uo)

olmak iizere, t*, X orneklem ortalamasindan, M, test degerine karesel uzakliktir. Buradan

n(f_,uo)’(Sz)il (X — 1) > tj—1(05/2)

ise, aranlam diizeyinde H,'e karsi H hipotezi reddedilir. Burada ¢ _,(ax/2), n—1 serbestlik

dereceli ~-dagiliminin « /2 ylizdeliginin iist siniridir.

Eger H, reddedilmez ise, 4’ normal kitle ortalamasi i¢in uygun deger oldugunu

sOyleyebiliriz. Buradan su soru akla gelebilir. Veriler ile tutarli g’ niin baska degerleri var

mudir?

Bu sorunun cevabi evettir. Gergekten normal kitle ortalamasi i¢in her zaman uygun degerler
kiimesi vardir. H,, : yt = 4, hipotezinin, H, : p # p4, hipotezine kars1 testi i¢in kabul bolgeleri ile

M igin giiven araliklar arasinda iliski s6z konusudur.



__/Uo

X
S/\n

a anlam diizeyinde H,, : u= 44, 1n reddedilememesi yani <t, ,(a/2) olmasi, 1, 1n

xxt (a/ 2)i, (1-a) giiven araliginda yer almasi anlamima gelir. Giiven araligi,
n

N

H, : ;1= p, hipotezi ile reddedilemeyecek £, 1n tiim degerlerini igerir.

0

Orneklem secilmeden 6nce, 1-«’lik giiven arahigmm alt ve iist sirlart X ve S°
istatistiklerine bagli oldugundan aralik rasgeledir. Bir ¢ok bagimsiz 1—« ’lik araliktan, bir

araligin x’yl igermesi olasiligi 1—¢ dir.

Eger y,, pxl1 tipinde verilen bir vektor ise, bu durumda Cok Degiskenli Normal Dagilimin

ortalama vektdrii i¢in uygun degerin belirlenmesi problemi goz oniine alinmalidir. Boylece tek
degiskenli i¢in verilen kare uzakligi, ¢cok degiskenli durum icin genellestirilir ise,
2 v i S -1/ v
T =(X-u) (;) (X =)

= n()__(_ﬁo),Sil()__(_/v_lo)

istatistigi elde edilir. Burada,

Ve

dir. Elde edilen bu T? istatistigine Hotelling’s T7’si denmektedir. ~Gozlenen 7°

genellestirilmis uzaklik oldukga biiytik ise; yani X, 4, dan oldukea uzak ise H,: u= g,
hipotezi reddedilir. H, hipotezinin reddine veya reddedilmemesine karar vermek igin T

istatistiginin dagilimina gére bulunan kritik degere ihtiyag vardir. 77 istatistiginin dagilimi



2 (n=Dp
(n—p)

p,n-p

dir ve burada F, , =, p ve n-p serbestlik dereceli F dagilimina sahip bir rasgele degiskendir.

Sonug olarak; X, X,,....X,, N,(xX) dagilimindan rasgele bir 6rneklem oldugunda

@ = P =X =) S (X =) > L F ()

n—p) "
dir ve H, : pt = y, hipotezinin, H, : u # p, hipotezine kars1 testinde

T =& )'S (3 ) > LD
- = n-p)

Fp,n—p (a)

ise, aanlam dizeyinde H, : u =y, hipotezi, H, : u # , hipotezine kars1 reddedilir.

Ornek: iki degiskenli normal kitleden alman » =3 birimlik rasgele 6rnekleme iliskin veri

matrisi

v _[6 108
2x3_963

olsun. Bu 6rneklemin ortalama vektori 4 =[9,5] olan kitleden alinip alinmadigima iligkin test

istatistiginin dagilimini vererek, « =0.05 anlam diizeyinde test ediniz.

Cozim: n=3, p=2

(n—l)pF =(3—1)2
(n-p) T (-2
=4F

2,1

olmak tizere

T? ~ 4F,, daglr.



hipotezinin testi i¢in
T = n(z_ﬁ_‘o)'Si1 (X_Eo)
degeri elde edilmelidir.

6+10+8

_ | 3 8
X = = =
X 9+6+3 6

3

_ (6-8)* +(10-8)* +(8-8) _
2

4

_ (9-6)* +(6-6)*+(3-6) _
2

9

22

. = (6-8)(9-6)+(10-8)(6-6)+(8-8)(6—-3) _
12 2 -

-3

olmak tizere
4 -3 L1133 1/9
S= ve S =
-3 9 1/9 4/27

dir. Buradan

- :3({8}[9}){1/3 1/9 }({8}{9})
6| |5/ 179 4/27]6]| |5
3 1){—2/9}
1/27

=7/9

=0.777

dir ve kritik deger

(n-1)p (3-12

W=IP g - F,,,(0.05

(mpy e DT Gy 00
= 4F, (0.05)
— 4(199.71)
=798.84

olarak bulunur. Bdylece 7% =0.777 < 798.84 oldugundan H, reddedilemez.



Ornek: 20 saglikli kadinin terinin oranina, sodyum ve potasyum igerigine iliskin asagidaki

degerler elde edilmistir. Bu 6rneklemin kitle ortalama vektori E' = [4 50 10] olan normal

bir kitleden alinip alinmadigimi « = 0.10 anlam diizeyinde test ederek, sonucu yorumlayiniz.

Birimler Ter Orani Sodyum igerigi | Potasyum Igerigi
X, X, X,
1 3.7 48.5 9.3
2 5.7 65.1 8.0
3 3.8 47.2 10.9
4 32 53.2 12.0
5 3.1 55.5 9.7
6 4.6 36.1 7.9
7 24 24.8 14.0
8 7.2 33.1 7.6
9 6.7 47.4 8.5
10 5.4 54.1 11.3
11 3.9 36.9 12.7
12 4.5 58.8 12.3
13 3.5 27.8 9.8
14 4.5 40.2 8.4
15 1.5 13.5 10.1
16 8.5 56.4 7.1
17 4.5 71.6 8.2
18 6.5 52.8 10.9
19 4.1 44.1 11.2
20 5.5 40.9 9.4




Coziim: Hipotez

4
Hy:p=|50

olmak iizere, yukaridaki verilere iliskin Ozet istatistikler (6rneklem ortalama vektorii ve

orneklem varyans kovaryans matrisi)

X, 4.640 2.879 10.002 -1.810
X=|X,|=|45400| ve S§=|10.002 199.798 -5.627
X, 9.965 -1.810 -5.627 3.628

bi¢iminde elde edilir. Buradan,

T° =n(X- EO)’S Tx- 4,) degerini elde etmek i¢in

0.586 —0.022 0.258
§'=1-0.022 0.006 —0.002
0.258 -0.002 0.402

olmak uzere

4.640 4 0.586 -0.022 0.258 | | 4.640 4
T? =20(| 45.400 |—| 50 |)'| —0.022  0.006 —0.002 |(| 45.400 |—| 50 |)
9.965 10 0.258 -0.002 0.402 | |9.965 10
0.467
=20[0.640 -4.600 —0.035] —-0.042
0.160
=9.74

olarak bulunur. Kritik deger



O, @)= 010
=3.353F,,,(0.10)
—3.353(2.44)
=8.18

olmak iizere 7°=9.74>8.18 oldugundan H, reddedilir ve bu &rneklemin, kitle ortalama

vektorii g’ = [4 50 10] olan bir kitleden alinmadig1 sonucuna varilir. Ancak burada hipotezin

reddine sebep olan bilesenin de belirlenmesi 6nemlidir. Bu durum ileride verilecektir.

Sonug: T’ istatistigi, X

X, rasgele vektorii igin Y,

—pxl

=C,, X, .+td

X, +d,, donigiimi altinda

degismezdir. Yani 7, ; =T ; dir. Burada C elemanlar1 sabitler olan ve tersi alinabilen bir matris,

d elemanlar sabitler olan bir vektordiir.

Ispat: X L Tasgele vektoriiniin igin

Hy =E)
=E(CX +d)
=CE(X)+d
:CEX +d

|;t>
Il
I~

> Hyo = CEXAO +d >

I
Q
+

I

2, =Cov(Y)
=Cov(CX +d) 2, =5,
=Cov(CX)
=CZx,C'

olmak tizere



TXZ = n(z_ /_‘Y.o)'S):l (Z‘EY.O)
=n[(CX +d)~(Cpayy +d) | (CS,C)'[(CX +d)~(Cpayy+d) |

=n[C(X - 1) (€5,0)"CX - )
= n()_?_ﬁx.o)’ cey? S;Cilc ()_?_HX.O)
=n(X ~py ) TS T (X = i)

=n(X - Hy o ) S)_(l()__( —Hyo)
=Ty

olur.

Hotelling 7° ve Olabilirlik Oran Testleri

T? istatistigi tek degiskenli ¢ istatistigine iliskin ifadeden yararlanilarak elde edilmisti. Ancak
test istatistikleri olabilirlik oran yonteminden de elde edilebilir. Olabilirlik oran testleri, biiyiik

orneklemler i¢in bir ¢ok optimal 6zellige sahiptir.

X ~ N, (4, Z) olmak tzere, ¢ok degiskenli normal dagilimin olabilirlik fonksiyonunun gve ¥

tuzerinden maksimumu

max L(u,Y) = e/
wr o= 3

-
(27[)”]7/2 Z n/2

oldugu daha 6nce verilmisti. Burada

<

é:

R R _ _
n ve >=— X - X)(X.-X)
¥ L2 D, - D)

J=1

I | =

cok degiskenli normal dagilimin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileridir.

H, : p= p, hipotezi altinda, ¢ok degiskenli normal dagilimin olabilirlik fonksiyonu

1Z /51

1 —EJEI(&J- —Ho) T (X = Hg)

L(yy,Z) = aw2nl2 €
£0 Q)P 2‘2‘"



bi¢imindedir. L(4,,%) olabilirlik fonksiyonunun, X ’ya gore maksimize edilmesiyle ¥ nin en

cok olabilirlik tahmin edicisi bulunabilir. e tizeri ifade

_L

d Pyl __ L d sl /
5 X X —a) ®—pg) == X olE T )X = p)]

j=1 /=1
Lol OS]
2 j:l_j 077 =0

olarak diizenlenip ve daha 6nceki verilen sonuglardan,

n

2

B=

e

_ _ r Ve =
; 1(§j !_10)(51- Hy) b

alinirsa olabilirlik fonksiyonunun ¥ iizerinden maksimumu

1
(272_)np/2

—np/2
n/2

max L(4, %) = A
z - 20

L1
dir. Burada X, =—Z()_(J- — )X, — p4)" dir.
nja B B

4 igin uygun olan deger olarak 4, in alinmastyla L(x,,X) nin X ’ya gbre maksimumunun,
L(y,2) nin pve ¥ ’ya gére maksimumuna oranlanmasiyla elde edilen istatistige Olabilirlik

oran Istatistigi denir. Bu istatistik A ile gosterilir ve

max L(4#,,2)

max L(u,2)
wr o=

1 —np/2
A |n/2
B (272_)/1;7/2 20‘
- 1 —np/2
A |1/2
(Zﬂ)np/Z 3
~ n/2
)
20

dir.
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A’yaesdeger olan  A*" = istatistigine Wilk’s in lamdast ad1 verilir. Eger olabilirlik oran

istatistiginin gozlenen degeri oldukea kuigtik ise H,, : = 4, hipotezi dogru olmaz ve reddedilir.

Ozel olarak H, tp= gy, Hopo# p,’e Karst testinde

n/2

>
%,

A=

<C

a

i@;@@ea

(§j _EO)(éj _/_’lo)'

j=1

ise H, reddedilir. BuradaC,, A istatistiginin dagilimmin ¢ ’lik alt ylizdeligidir. H,

hipotezinin reddine veya reddedilmemesine karar vermek i¢in A’nin dagilimdan elde edilecek
C, kritik degerin belirlenmesi gerekir. Olabilirlik oran test istatistigi, genellestirilmis 6rneklem

varyanslarinin oranlariin bir kuvvetidir.

T?> ve A’nin asagida verilen iliskisinden dolayr A’nin dagilimi bulunmadan da karar

verilebilir.

Sonu¢: X, X,,... X, N,(1,%) dagilimindan rasgele bir 6rneklem olsun.
Hyt =
H, :p# y,

hipotezlerinin testi i¢gin verilen

(-1
F
(n=p) 7

T = ”(X—,ﬁo)'s_l@—ﬁ_lo) >

testi,

T2

A =l e s

)71

oldugundan, olabilirlik oran testine esdegerdir.



