BOLUM 4-Kristal Orgl Titresimler

Katilar birbirlerine esit uzaklikta yerlesmis atomlardan olusmakta ve buna (gezegenler/yildizlar arasindaki
bosluklar gibi atomlar arasi bosluklar oldugundan) kesikli yapi denir. Atomlar yerlerinde sabit degillerdir
ve denge konumlar etrafinda kuclk titresimler yaparlar. Bu titresimler o yapinin sicakligini belirler. Orgi
titresimlerinin incelenmesinde kesikli yapi esastir. Orgliniin yaptigi titresim hareketinin dalga boyu
kristalin 6rgl sabitinden ¢cok buylUk/uzun ise, 0 zaman, katinin atomlardan olusan kesikli yapisi yerine,
kati strekli bir madde ortami olarak ele alinabilir. Boyle surekli bir ortamdaki dalgalara genel olarak

ESNEK DALGALAR denir.



BOLUM 4-Kristal Orgl Titresimleri-Dalga Denklemi

Esnek bir ortamda ilerleyen dalgayi veren dalga denklemi asagidaki sekilde verilir:

9%u(x,y,z,t)
dt2

9%u(x,y,z,t) + 9%u(x,y,zt) n *u(xy.zt) _ p
Y

0x? 0y? dy?

hiperbolik dalga denklemi,

Denklemdeki p ve Y madde ortaminin yogunlugu ve ortamin esneklik katsayisidir (Young sabiti). Bu
ifade, dogrusal, sabit katsayili, ikinci mertebeden ve homojen hiperbolik bir kismi diferensiyel
denklemdir ve ¢c6zimu basit dizlem dalgalar formundadir. Tek boyutlu durum icin dalga denkleminin

cozim: u(x, t) = Cyetkx—wt)

Burada C, bir sabit, w-acisal frekans ve k bir-boyutlu dalga vektorintn bayutklagadur.

w? = %kz veya w=zvk elde edilir ve v=V(Y/p) ortamin 6zelliklerine bagl olarak degisen dalganin grup

hizidir,



BOLUM 4-Kristal Orgi Titresimleri-Daginim bagintisi

Verilen sonsuz uzunluklu, sturekli ve homojen bir ortam icin v hizi sabit oldugundan ve k-dalga vektdri
surekli degerler aldigindan, bu durumda elde edilen izinli w modlarin sayisi sonsuz oldugu gérualar.

Buradan esnek dalgalarin daginim bagintisinin dogrusal ve onun egimi, sesin o ortam i¢cindeki yayilma

hizina esit oldugu goraldr. w-dispersiyon bagintisi

w=(-v)(=k) w=(+v)(+k)




BOLUM 4-Kristal Orgi Titresimleri-Daginim bagintisi

Sonsuz uzunluklu ve strekli ortamda ilerleyen dalganin dispersiyon veya daginim bagintisindan dalga

hizi ile K dalga vektortinln ydnleri ayni oldugu icin w isareti daima pozitif olur. w=vk

w-dispersiyon bagintisi

w=(-v)(=k)

w=(+v)(+k)




BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Duran dalgalar

Sonsuz uzunluklu bir ortam yerine sonlu uzunluklu bir ortam alirsak, o zaman sinir sartlari isin icine girer.

1. Cubugun her iki ucu ayni hareketi yapmaya zorlamak (periyodik sinir sarti). Bu durumda cubuk bir

cember gibi oldugu kabul edilir. Bu durumda u(x = a,t) = u(x = b, t)

2. Cubugun her iki ucunun da hareketsiz kalmasini saglamak. Bu durumda u(x = a,t) = u(x = b,t) =0



BOLUM 4-Kristal Orgl Titresimleri-Periyodik sinir sartlari

Taslyici cubugun uzunlugu L olsun ve koordinat baslangici olarak cubugun sol ucu x = 0'da olsun.

Periyodik sinir sartlari u(x = 0,t) = u(x = L, t) ¢6zim fonksiyonu u(x, t) = Bye *“tet**'da kullanilirsa,

Bye~@tetk0 = B o~twtplkl. oti2mn — 1 gldugundan (burada n tam sayi) kL = 2mn

sartini saglamali; k = nzTn (n=0,%1,%2,..)



BOLUM 4-Kristal Orgl Titresimleri-Periyodik sinir sartlari

Izinli her k degeri, titresimin bir modunu temsil eder. Her mod, denge konumu civarinda kendi bagimsiz
hareketini tekrarlar ve kendi dalga boyu ile titresir. Bu dalgalarin her biri birer duran dalgadir. Bu

dalgalarin digim noktalari zaman icinde hareketsizdir.

Bu k degerini ilerleyen dalga ¢c6ziminde yerine yazarsak duran dalga ¢o6zimu elde edilir.

_ . 27N
u(x,t) = Bye wte' L ¥ Bu ¢ozim fonksiyonu icin daginim bagintisi w = vk yapisindadir. Fakat k kesikli

degerler alir. Yani k her degeri alamaz.
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BOLUM 4-Kristal Orgl Titresimleri-Periyodik sinir sartlari
2.sinir sartindan u(x = 0,t) = u(x = L,t) = 0 olmali u(0,t) = Bye~?te'*0 = B e~ @tekl = 0 durumunda
ilerleyen dalga : u(x,t) = e '“*{A cos(kx) + B sin(kx)}
denklemdeki A ve B keyfi sabitlerdir. u(x = 0,t) = 0 sartindan A = 0 olmalidir. Bu durumda ilerleyen
dalga: u(x,t) = e ***{Bsin(kx)}
u(x = L,t) = 0 sinir sartinin saglanabilmesi icin ilerleyen dalganin bilesenlerinden biri olan sin(kL) = 0
olmalidir. sin(kL) = 0 esitligi ancak kL = nm veya k = n% ven =1,2,3,...oldugu zaman saglanir. Bu

durumda dalga fonksiyonu u(x,t) = e"***{B sin (?)} duran dalga fonksiyonu olarak elde edilir. k'nin

v v T v
alacagi her deger normal mod olarak adlandinlir ve mod - araliginda olacaktir.



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Tek tipli atomlar zinciri

Tespih tanelerinin gergin bir ip Uzerine aralarinda sanki yaylar varmis gibi dizildigini kabul edelim. Bu tek
boyutta ve tek tipteki atomlardan olusan kristal yapisini tanimlamak icin uygun olacaktir. n ile gdsterilen

atoman + 1 ve n — 1 ile gdsterilen atomlar yay sabiti C olan kicuk yay kuvveti uygulayacaktir.
F,i1 =Clupy; —uy,) ve F_q = C(u,—1 — u,) toplamda n atomuna etki eden toplam kuvvet

Fr=Fy1+F_1= C(un+1 - un) + C(un—l — un) — C(un+1 +Up_1 — Zun)

OPVWEOANVOMALOANONNO




BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Dalga hareketi

Ip Uzerindeki P noktasi mavi okla gosterildigi gibi yukari asagi hareket
ederken kirmizi okla gdsterilen dalga duvara dogru ilerler. Dalga
ortamin elemanlarinin etkilesmesi ile (ilerleme ydnune goére) ilerleme

yonune gore dik ise bunlara enine dalgalar (transverse waves) denir.

Tespih tanelerinin gergin bir ip Uzerine aralarinda sanki yaylar varmis

gibi dizildigini kabul edelim.
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BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Dalga hareketi

Dalganin ileleme yonu ile ortamin icindeki elemanlarin hareket dogrultusu ayni yonde ise

bu tur dalgalara enine dalgalar (longitidunal waves) denir.

Silastirlms Sﬂustm]nus
- [ '_. |I II.I'.I i 1 I|l- \ I[ .._'. ._ .|.- I"' n. 1: |r ||.‘ !l .|- 5 |l |I .'l'- iR & ‘; _."': \ {" ! ,l" Y ! I.':. | .l."|_
. . 1'|' li._.':‘lr.{.'. :3...'“ ':.'r .-'"' .-"-"'IL f.-'? ,;}"'_‘ ' ,‘f.-"'l ,.f' ,|': oy 1!.1.'.!' ) -U .ll A i\ ,-“l &) ": _1:.- -..1::." Wl .-"“r {lﬂif s

URVRLIVAU IV A AV AL AV
Genmslemis Genislemis



BOLUM 4-Kristal Orgl Titresimleri-Dalga h-

Bir ucu bagli ipte ilerleyen atimin duvardan yansimasi. Atim duvardan
yansidiktan sonra ters donmus fakat sekli degismemistir. Ters donen
atima dikkat ediniz. Bu ters donme soyle aciklanabilir: Atim ipin
sabitlenmis ucuna erisince bagh oldugu noktadaki yere yukari dogru bir
etki kuvveti uygulayacaktir. Newton un G¢uincu yasasina gore bu etki
kuvvetine duvardan da ters ydnde bir tepki asagi yonde kuvveti
gelecektir. Bu kuvvet atimin ters donmesini saglayacaktir.

Yansima = reflection, Gegme = transmission.
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BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Tek tipli atomlar zinciri

d?u, (x,t)
dT;z — Zp Cp (un+p - un)

F,=m
Fn — m(_iw)zuoeiknae—iwt — Zp Cp (uoei(k(n+p)a)e—iwt) _ uoeiknae—iwt))
_mWZquiknae—iwt — Zp Cp (uoeiknaeikpae—iwt _ uoeiknae—iwt)
_mWZquiknae—iwt — Zp Cp uoeiknae—iwt(eikpa _ 1)

mw? = -3, C, (etkP2 — 1) bu ifade dteleme simetrisine sahip bir kristali tanimlar.
Oteleme simetrisinden dolayi Cp = C_, alinirsa,

mw? = =% ., Cpy (P + e~™P2 — 1) p'nin sadece pozitif durumlar dikkate alinir.

e'*Pa ifadesi icin 2 cos(kpa) = e*P2 + e~%Pa kyllanilirsa,

w2 =% _ . (1= cos(kpa))



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Tek tipli atomlar zinciri

cos(kpa) yerine 1 — 2sin? (%) alinirsa,

— %Zp>0 Cy (1 1 + 2sin? (kza)) = %Zp>0 Cp (sinz (%))

w-dispersiyon bagintisi
w(k) = [£5m0 G Isin (422),

p =1 en yakin komsu atomlar icin

kullanilirsa w(k) = 4Cll ( )|

[fadesi ile tek tipli atomlardan olusmus

—n/a n/a

drgude dipersiyon-daginim bagintisi elde edilmis olur.



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Strekli ve Kesikli Ortam

Kristal 6rgl merkez simetrisine sahip oldugu icin k-uzayinda w(k) = w(—k) sarti saglanir. +k saga dogru

ilerleyen dalga, —k sola dogru ilerleyen dalgayi temsil eder. +k ve —k ayni dalgalardr.
Faz hizi agisal frekansi ve dalga vektori kesin olarak belli bir dalganin yayilma hizini gosterir.

Grup hizi ise ortalama acisal frekansi ve dalga vektoru bilinen bir dalga atmasinin bir hizi olmalidir. Grup

hizi enerji ve momentum tasima hizidur.

Bir 6rgude dalgalar sonsuza kadar yayilamazlar ve bazi noktalardan yansima yaparlar. Yansimanin oldugu

noktalarda dalganin hizi sifirdir. Bu son derece énemlidir.



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Strekli ve Kesikli Ortam
Surekli ortam icin dalganin yayilma bagintisi
wk)=vk
Bu dalganin grup hiz

0

Vg = % = v sabit bir deger elde edilimis olur. Yani omojen bir ortam icin gru hizi sabittir.

Kesikli ortam i¢in grup hiz,

0 d 4 . kpa
vy = 2 =[£G Isin (42) 1

vy = 20 Gy Blcos (129)

Grup hizi % nin biyiikligiine bagli olarak degisir.



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Strekli ve Kesikli Ortam

Kesikli ortamin grup hizi sabit degildir. Grup hizi k:;a'nln blayukligune bagli olarak degismektedir.

Simdi grup hizini sifir yapan k degerlerini hesaplayalim Bu degerler Brillouin bolgesindeki sinirlara

karsilik gelir.

w(k) = \/722,>0\/_|sm( ) | vecos (kz ) =0, kpa = (p— %)n —k = (p — —) p—adlsperswon bagintisi

p = 1 en yakin komsuluk i¢in

12 ka 4C
k = Ef — Ve cos ( a ) =0vew(k) = |—= |51n( ) | durumunda k4 = ig

Bolgenin disina ¢ikildigr zaman dalga kendini tekrarlayacagindan Brillouin bolgesi icinde hesaplamalar

yapmak veya bu bolgenin 6zelliklerini bilmek yeterli olacaktir.



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Strekli ve Kesikli Ortam

Komsu atomlarin bélgelerindeki dalga genlikleri

u u eika(n+1) } . i k+n2—n a . 27T 27T
= 2 = lkapl2mn — (k#nT)a — gikia e wk)=wk+=>)vek =k+n=
Un uge a a

Sonuc olarak k' dalga vektorl k dalga vektorinin temsil ettigi hareketi tekrarlar yani w(k) daginim

fonksiyonu k uzayinda %ﬂ periyodikligine sahiptir. uge™¢ ifadesinde k yerine k,,,, degeri yazilirsa i%

- . : o
Nk, g,a = tn-—a —> Nk = 0w ve u, = uge™* ve u, = uy et = u,(—1)" ileri geri pes pese
yasimalar Ust Uste duran dalgalar olustururlar. Bu duran dalga n'nin tek veya cift olusuna gére u,, = tu

degerlerini alir. Yani bir biri ardina gelen atomlar zit fazlarda salinirlar. Bu durumda dalga ne saga ne de

sola dogru ilerler. Bu X-isinlarinin Bragg yansimasina esdegerdir. Bragg sarti saglandiginda ilerleyen bir

dalga 6rgu icinde yol alamaz.



BOLUM 4-Kristal Orgii Titresimleri-Strekli ve Kesikli Ortam

Sonug olarak daginim fonksiyonu : w(k) = %Cl |sin (kz—a) |
: ow C1a? ka
Grup hiziise v, = —~ = jn |cos (7) |

Yukaridaki grup hizi 1.BB sinirinda yani —mt/a ve m/a noktalarinda sifir degerini alir. Bu duran dalganin

beklenen bir 6zelligidir.
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