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1. BÖLÜM: KOMPLEKS SAYILAR 

 

1.3 Kompleks Sayının n. Kökü 

𝑧 ≠ 0 ∈  ℂ ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, kompleks sayıları, 𝜔 sayısının 𝑛. kuvveti 

olarak yazalım: 

𝑧 = 𝜔𝑛 

Bu denklemim çözümü olan her 𝜔 kompleks sayısı 𝑧’nin köküdür. Bu denklemi 

çözmek için 𝑧 ve  𝜔 sayılarını kompleks formda yazalım: 

𝑧 = 𝑟𝑧𝑒𝑖𝜃𝑧 = 𝑟𝑧(cos 𝜃𝑧 + 𝑖 sin 𝜃𝑧) 

𝜔 = 𝑟𝜔𝑒𝑖𝜃𝜔 = 𝑟𝜔(cos 𝜃𝜔 + 𝑖 sin 𝜃𝜔) 

𝜔𝑛 = 𝑧 

𝑟𝜔
𝑛(cos 𝑛𝜃𝜔 + 𝑖 sin 𝑛𝜃𝜔) = 𝑟𝑧(cos 𝜃𝑧 + 𝑖 sin 𝜃𝑧) 

İki kompleks sayının eşitliğinden: 

𝑟𝜔
𝑛 = 𝑟𝑧   ⇒   𝑟𝜔 = 𝑟𝑧

1/𝑛
 

𝑛 𝜃𝜔 = 𝜃𝑧 + 2𝜋𝑘  ⇒  𝜃𝜔 =
𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
,     𝑘 ∈ ℤ 

ya da  

𝜃𝜔 =
𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
+ 2𝜋𝑝 

yazılabilir.  𝑘 → (𝑘 + 𝑛𝑝) değişikliği yapılırsa  
2𝜋(𝑘+𝑛𝑝)

𝑛
=

2𝜋𝑘

𝑛
+ 2𝜋𝑝 elde edilir. 

Böylece, 𝑘’nın 0,1, … , 𝑛 − 1 arasında değişmesi yeterlidir. Çünkü, 𝑘’nın bunların 

herhangi bir değeri için 𝜃𝜔 değerleri tekrarlanır. Açıların değerlerinin 𝑛 tanesi 

farklıdır:  

𝜃𝜔 =
𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
,     𝑘 ∈ ℤ 

𝑧 = 𝜔𝑛 denklemi, 𝑛 tane çözüme sahiptir: 

𝜔𝑘 = 𝑟𝑧
1/𝑛

[cos (
𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
) + 𝑖 sin (

𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
) ] ,    𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − 1 

 

 



2 
 

Örnek: 𝑧 = −√3 + 𝑖’nin 5. köklerini bulunuz. 

|𝑧| = √(−√3)2 + 12 = 2 

tan 𝜃𝑧 =
𝑦

𝑥
=

1

−√3
  ⇒   𝜃𝑧 = arctan(−

1

√3
)   ⇒  Arg 𝑧 =

5𝜋

6
= 𝜃𝑧 

 𝑧 = 𝜔5 ⇒ 𝜔 = 𝑧1/5 

𝜔𝑘 = |𝑧|1/5 [cos (
𝜃𝑧

5
+

2𝜋𝑘

5
) + 𝑖 sin (

𝜃𝑧

5
+

2𝜋𝑘

5
)] , 𝑘 = 0,1,2,3,4 

𝜔𝑘 = 21/5 [cos (
𝜋

6
+

2𝜋𝑘

5
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
+

2𝜋𝑘

5
)] 

𝜔0 = 21/5 [cos (
𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
)] 

𝜔1 = 21/5 [cos (
17𝜋

30
) + 𝑖 sin (

17𝜋

30
)] 

𝜔2 = 21/5 [cos (
29𝜋

30
) + 𝑖 sin (

29𝜋

30
)] 

𝜔3 = 21/5 [cos (
41𝜋

30
) + 𝑖 sin (

41𝜋

30
)] 

𝜔4 = 21/5 [cos (
53𝜋

30
) + 𝑖 sin (

53𝜋

30
)] 

𝑧 ≠ 0 köklerinin modülleri |𝑧|1/5 = 21/5’dir. Yani hepsi de |𝑧|1/5 yarıçaplı, 

merkezi orijinde olan çember üzerinde yer alırlar. 

 

1.3.1 Birimin 𝒏. küpü 

 

𝑧 = 1 (𝑟𝑧 = 1, 𝜃𝑧 = 0)’ın  kökleri daha önce verilen formüllerden aşağıdaki 

gibidir: 

𝜔𝑘 = [cos (
2𝜋𝑘

𝑛
) + 𝑖 sin (

2𝜋𝑘

𝑛
)] ,   𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

Moivre formülü göz önünde bulundurularak 𝜔𝑘 = 𝜔𝑘 olduğu kolayca doğrulanır. 

Burada, 𝜔 = 𝜔1 = cos (
2𝜋

𝑛
) + 𝑖 sin (

2𝜋

𝑛
) olarak tanımlıdır.  
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Örneğin, 1’in 8. kökleri 

(cos (
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

4
))𝑘 =

1

(√2)
𝑘 (1 + 𝑖)𝑘 ,    𝑘 = 0,1, … ,7 

Açıkça,  

11/8 = {1,
1

√2
(1 + 𝑖), 𝑖,

1

√2
(−1 + 𝑖), −1, −

1

√2
(1 + 𝑖), −𝑖,

1

√2
(1 − 𝑖)} 

 

1.3.2 Kompleks sayının kökleri ve kuvvetleri 

 

𝑟 pozitif bir reel sayı ve 𝑚, 𝑛 doğal sayılar olmak üzere, (𝑟𝑚)1/𝑛 = (𝑟1/𝑛)𝑚 reel 

pozitif sayılar kümesindedir. Ancak, sıfırdan farklı pozitif bir kompleks sayı için 

𝑛 tane 𝑛. kök vardır ve böylece 𝑧1/𝑛 n tane kompleks sayının kümesidir. Eğer, 𝑚 

ve 𝑛 asal sayılar iseler  (𝑧𝑚)1/𝑛 = (𝑧1/𝑛)𝑚  (𝑧 ≠ 0) eşit kümeler oluştururlar. 

Eğer, 𝑚 ve 𝑛 asal sayı değil iseler (𝑧𝑚)1/𝑛 ve (𝑧1/𝑛)𝑚 aynı küme değildirler.  

 

Bunu görmek için 𝒎 = 𝟒, 𝒏 = 𝟐 durumunu ele alalım.  

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

(𝒛𝟏/𝒏)𝒎 =? 

 

𝜔𝑘 = 𝑟𝑧
1/𝑛

[cos (
𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
) + 𝑖 sin (

𝜃𝑧

𝑛
+

2𝜋𝑘

𝑛
) ] , 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

 

𝒏 = 𝟐 için 𝒌 = 𝟎, 𝟏 

𝜔0 = 𝑟1/2 [cos (
𝜃

2
) + 𝑖 sin (

𝜃

2
) ] 

𝜔1 = 𝑟1/2 [cos (
𝜃

2
+ 𝜋) + 𝑖 sin (

𝜃

2
+ 𝜋) ] = −𝑟1/2 [cos (

𝜃

2
) + 𝑖 sin (

𝜃

2
) ] 

𝑧1/2 = (±1) 𝑟1/2 [cos (
𝜃

2
) + 𝑖 sin (

𝜃

2
) ] 
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𝑧1/2 = {𝜔0, 𝜔1} iki farklı sayıdır. (𝑧1/2)4 =? 

(𝑧1/2)4 = (±1)4𝑟2(cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃) = 𝑟2(cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃) 

tek bir kompleks sayıdır. 

 

Şimdi, (𝒛𝟒)𝟏/𝟐 =?’e bakalım.  

𝑧4 = 𝑟4(cos 4𝜃 + 𝑖 sin 4𝜃) 

(𝒛𝟒)𝟏/𝟐, 𝒏 = 𝟐, 𝒌 = 𝟎, 𝟏 

𝜔𝑘 = (𝑟4)1/2 [cos (
4𝜃

2
+

2𝜋𝑘

2
) + 𝑖 sin (

4𝜃

2
+

2𝜋𝑘

2
) ]   

𝜔0 = 𝑟2[cos(2𝜃) + 𝑖 sin(2𝜃) ] 

𝜔1 = 𝑟2[cos(2𝜃 + 𝜋) + 𝑖 sin(2𝜃 + 𝜋) ] = −𝑟2[cos(2𝜃) + 𝑖 sin(2𝜃) ] 

 

(𝑧4)1/2 = (±1)𝑟2[cos(2𝜃) + 𝑖 sin(2𝜃) ] iki farklı kompleks sayıdır. {(𝑧4)1/2} 

sıfırdan farklı bir kompleks sayının kare köklerine karşı gelen iki sayıdan oluşan 

bir kümedir.  {(𝑧1/2)4}, {(𝑧4)1/2}’nin bir alt kümesidir. 

 

Tanım: 𝑧𝑚/𝑛 bulunurken aşağıdaki yol izlenir: 

 

1) 𝑚/𝑛 en basit hale indirgenir. 

2) Önce kök, sonra kuvvet hesaplanır. 

𝑧𝑚/𝑛 ≡ (𝑧1/𝑛)𝑚 

𝑧𝑚/𝑛 = ( √𝑟𝑧
𝑛 )𝑚[cos (

𝑚

𝑛
𝜃𝑧 +

2𝜋𝑘𝑚

𝑛
) + 𝑖 sin (

𝑚

𝑛
𝜃𝑧 +

2𝜋𝑘𝑚

𝑛
)] 

𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − 1 
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Problemler: 

1. Aşağıdaki denklemlerin köklerini bulunuz. 

a) 𝑧4 + 1 = 0        a) 𝑧2 = 1 − 𝑖 
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