6. HAFTA

Faktor Analizinde Tahmin Yontemleri

X '=(X1,X2,...,X ,) rasgele vektortine iligkin aliman »n birimlik rasgele Orneklem

X,,X,,..., X, olsun. Bu rasgele drnekleme iligkin gozlem degerleri(verilerin) x,,X,,...,X, hin

orneklem ortalama vektori X, orneklem varyans-kovaryans matrisi S, =~ ve Orneklem

korelasyon matrisi R, dir. Faktor analizinde, az sayida faktorden olusan faktor modelinin bu

verilerin agiklanmasi icin yeterli olup olmadig1 arastirilmaktadir. Kitle varyans-kovaryans
matrisi X’ nin bir tahmin edicisi olan 6rneklem varyans-kovaryans matrisi S ’nin diagonal
olmayan elamanlar kiigiik veya drneklem korelasyon matrisi R’ nin ayni elemanlar sifirsa,
degiskenler iliskisizdir ve faktor analizinin uygulanmasi gerek olmayacaktir. Faktor analizinin
amaci az sayida onemli ortak faktoriin belirlenmesi olmasina ragmen, bu durumda 6zel faktorler

etken rol oynar.

Faktor analizi modelinde, parametre tahmin yontemlerinden; temel bilesenler faktor ve en ¢ok
olabilirlik yontemleri {izerinde durulacaktir. Her iki yontemle elde edilen ¢oziimlerde,

faktorlerin daha kolay yorumlanmas i¢in dondiiriilebilirler.
Temel Bilesenler Faktor Tahmin Yontemi

Kitle varyans kovaryans matrisi X ’nin Spektral Ayrisimi yardimiyla faktorler elde edilebilir.

X’ min Ozdeger ve dzvektor ciftleri (4,,¢),(4,,€,),...,(4,,¢,) ve A4 24, 2...22, >200lsun.

Buradan, X ’nin Spektral Ayrisimi

e
Jhe,

bigimindedir.



Faktor analizi modeli i¢in burada degisken sayis1 kadar faktor s6z konusudur yani p =m dir ve

ozel varyanslar sifirdir yani y, =0 , i=12,..., p dir. Burada agirlik matrisinin ; inci siitunu

Ae, s j=120p

j —_—
dir ve

r,=L L +0_

pxp~ pxp
=LL'
dir. \//17/ Olcek faktorii gbz Oniine alinmazsa, j inci faktor lizerindeki faktor agirliklar j inci

kitle temel bileseni i¢in katsayilardir. Burada degisken sayis1 kadar ortak faktor s6z konusudur.
Y icin bu faktdr analizinin bu ¢6zliimii yeterli olmasina ragmen uygulamada anlamli degildir.
Birkag ortak faktor ile kovaryans yapisini agiklayan modeller tercih edilir. Yani X’ nin p tane

0zdegerden, m tane biiyiik ve geriye kalan p—m tanesi kii¢iik oldugunda; yaklasimlardan biri
Y nin Spektral Ayrisimina 4, e,..€", . +4,.,¢€,.,€ ,.,+..+4,¢e,¢e ~° ninkatkisi ihmal edilir.

Buradan, X nin asagidaki yaklasimi elde edilir. Boylece,

_ \/ZQ'I ;
VA e,

=(Jhe i Jhe, .. i fRe,]

=L L'

pxm=— mxp

dir. Bu yaklasim, ¢ Ozel faktorlerin daha az onemli oldugunu kabul eder ve X ‘nin

faktorlestirilmesinde ihmal edilebilir. Eger 6zel faktorler de modelde olacaksa, bu 6zel

faktorlerin varyanslar1 X —LL'’ nin diagonal elemanlari olarak alinir. Sonug olarak
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biciminde elde edilir. Burada,
W, =0, —Zl; , 1=1L2,..,p
Jj=1

dir.

Eger degiskenlerin 6l¢li birimleri farkli ise, bu farklilik yorumlar1 etkileyeceginden,
degiskenlerin temel bilesenlerde oldugu gibi standartlastirilmas: gerekir. x,,X,,...,X, gozlem

degerleri i¢in standartlastirismis degerler

I (xlj -X) |
Jsu
(‘ij _fz)

S22

z.= X , j=12,...,n

(xpj — )?p )

N Spp

bicimindedir.  Standartlastirilmis degerlerden elde edilen varyans-kovaryans matrisi,
X, X,,...,X, gozlemlerinden elde edilen korelasyon matrisidir. X=LL'+¥ gosterimi

orneklem varyans-kovaryans matrisi S’ ye veya Orneklem korelasyon matrisi R ’ye

uygulanirsa temel bilesenler ¢oziimii adin1 alir. Boylece drneklem varyans-kovaryans matrisi

S ’nin temel bilesenler faktor analizi (/32, e, (ﬂiz, e, ),...,(/’Atp, ¢,) Ozdeger ve birim 6zvektor




ciftlerine gore belirlenir, burada /il > /iz >..2 Ap > 0 dir. Ortak faktor sayis1t m < p oldugunda,

{l;} tahmini faktor agirliklart matrisi

L=[Vhe tRe o fhe]

bi¢gimindedir ve tahmini 6zel varyanslar S — LL’ matrisinin diagonal elamanlaridir, yani

7 0
0 v,
PXP=
0o 0 . . .y,

bi¢iminde elde edilir. Burada,
v, :S[[—Zl:f , i=1,2,..,p
Jj=1

dir. Ayrica i inci degiskenin ortak faktorlerce agiklanan varyansi

2 72 72 72
h> =17 +15+...+1

i=12,.,m

olarak elde edilir. Temel bilesen faktor analizi 6rneklem varyans-kovaryans matrisi S’ nin
yerine orneklem korelasyon matrisi R alinarak da elde edilebilir. Tahmini faktor agirliklari,

faktor sayisinin artmasiyla degismez. Ornegin,

m=1 igin ipxl :[\/Zél}
m = 2 lgln prZ =[\/Zél E \/Zé2:|

dir, burada (4,,é,),(4,,é,) S(veya R) igin ilk iki dzdeger ve birim dzvektdr giftleridir.

Gortldiigii gibi m =1 oldugunda elde edilen birinci faktoriin agirliklari, m = 2 i¢in elde edilen

birinci faktoriin agirliklart ile aynidir.

¥,” nin tanimindan, S’ nin diagonal elemanlari LL' +¥’ nmn diagonal elemanlari ile aynidir.

Ancak S’ nin diagonal olmayan elemanlar1 genelde LL + V¥ ile elde edilemez. Bu durumda



faktor sayisi nasil belirlenecek? Eger ortak faktor sayisi dnsel bilgilerden (yani teoriden veya
diger baska calismalardan) belirlenemezse, m’ nin se¢imi temel bilesenlerde oldugu gibi
tahmini 6zdegerlere baglidir. Temel bilesen faktor ¢oziimlemesiyle S nin yaklasimindan elde

edilen

pxp —( pxm ’mxp ple)

S

artik (fark) matrisinin diagonal elamanlar sifir ve diagonal olmayan elemanlar1 kiigiikse m tane

faktorlii model yeterlidir.

S,., —(L px,,lﬂlnxp +¥ »p)) matrisinin - elemanlarmin  kareleri  toplami, ihmal edilen
ﬁzmﬂ,/imﬂ,...,/:tp Ozdegerlerin karelerinin toplamindan kiiciik ise, m tane faktor yeterlidir.

Genelde toplam orneklem varyansi s, +s,, +...+s,, =#r(S) "ye, ilk birkag faktoriin katkis1 ¢ok

olacaktir. Buradan X, degiskenin 6rneklem varyansi s, ’ ye, birinci ortak faktoriin katkisi l~z12

dir . Boylece birinci ortak faktoriin toplam drneklem varyansina katkisi

a2+ 2= e)(Ae)

at A
€,

I
s N

dir. Genel olarak

A

A
- , S den faktorlestirme
.. . . . . S11+S22+"'+Spp
(j inci faktore gore toplam Orneklem varyansinin orant)= .
A
£ , R den faktorlestirme
p

dir. Bu yaklasim ortak faktér sayisinin belirlenmesi icin teorik alt yapist olmayan
deneyimlerden elde edilen bir yontemdir. Modelde yer alacak ortak faktor sayisi, toplam

orneklem varyansini yeterli agiklama payina ulasincaya kadar artirilir.

Diger bir yol eger 6rneklem korelasyon matrisi R’ den faktorlestirme yapiliyor ise, faktor

sayist m, 1 den biiyiik 6zdeger sayisina esit alinabilir.



Ornek 9 : Bir firma kahvaltida kullanilmak iizere yeni bir gida iiretiyor. Firma iiriinii kullanan

miisterilerine 5 adet soru soruyor. Uriine iliskin sorulan 6zellikler :

X Tat

X,: Para vermeye degerliligi
X,: Koku

X,: Kahvalti i¢in uygunlugu

X : Enerji vericiligi
Bu degiskenlere iliskin 6rneklem korelasyon matrisi

1 002 042 0.01]
1 013 071 @83

R=| 1 050 011
1 0.7

i 1 |

olarak verilsin. Tahmini fakt6r agirliklarini, 6zel varyans matrisini, ortak faktor matrisini

bulunuz.

Coziim 9 :__Korelasyon matrisinde isaretlenen degerler incelendiginde 1 ile 3 ve 2 ile 5
degiskenlerinin bir grup olusturdugu sdylenebilir. 4. degisken (1,3) grubuna goére (2,5) grubuna

daha yakindir. Buna goére yapinin 2 veya 3 ortak faktor ile agiklanabilmesi beklenir.
R nin 6zdegerleri ve birim 6zvektorleri

A =285 ¢, =|0.3315 0.4602 0.3821 0.5560 0.4726|

A, =1.81 ¢, =|0.6072 —0.3900 0.5565 —0.0781 — 0.4042)
A, =020 ¢ =|-00985 —0.7426 —0.1684 0.6016 0.2205)
\, =010 ¢ =|-0.1387 0.2821 — 0.1170 0.5682 — 0.7514]

4 : 4

\, =003 & =|-07018 —0.0717 0.7087 — 0.0017 — 0.0090)

bi¢iminde elde edilir. p=5 oldugundan bes tane faktor elde edilir. Ancak uygulamada bu
faktorlerden ilk birkag tanesi kullanilacaktir. Bunun i¢in faktdr sayisinin belirlenmesine iliskin

bazi kriterler vardir. Bunlardan biri ilk birka¢ faktoriin, toplam degisimin en az 2/3’nii



aciklamasi gerekir. Buradan m=2 tane ortak faktoriin toplam 6rneklem varyansini agiklama

orani :

A+ 2854181
p

=0.93

olup yeterince yiiksek bir degerdir.

Tahmini faktor agirliklart

[ = \é, =285 (0.3315) = 0.56
[, = JAé, = (0.4602) = 0.78
I = JAé, = (0.3821) = 0.65
[ =Jhé, = (0.5560) = 0.94
NS (0.4726) 2= 0.80

>

=~
I

EEEH aaaa;

>
I
oo

1.81 (0.6072) = 0.82
1.81 (—0.3900) = —0.52
(0.5565) =~ 0.75
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bi¢iminde elde edilir ve buradan tahmini faktor agirliklar: matrisi

0.56 0.82
0.78 —0.52
L=1065 0.75
0.94 —0.11
0.80 —0.54

yazilabilir.

Degiskenlerin ortak varyanslartise i = 1,2,...,p i¢in h° =1’ +1 +... + 1 * oldugundan



hP=17+1,"=(0.56) +(0.82) = 0.98
h, =1," +1," = (0.78)" + (—0.52)’ = 0.88
W =1 +1,° = (0657 + (0.75) = 0.98
W =1, +1," =(0.94) +(—0.117 = 0.89
h' =17 +1=(0.80)+(—0.54)° = 0.93

bigiminde elde edilir.

Tahmini faktor | Degiskenlerin | Agiklanamayan
agirhklar ortak faktor | 6zel varyanslar
O EIA varyanslari
Degiskenler lij_ Ajeij
~ =
R i 0
X1 0.56 0.82 0.98 0.02
X2 0.78 -0.52 0.88 0.12
X 0.65 0.75 0.98 0.02
3
X 0.94 -0.11 0.89 0.11
4
X 0.80 -0.54 0.93 0.07
5
Ozdegerler 2.85 1.81
Toplam 0.571 | 0.932
standartlastiriimis
orneklem
varyansinin
birikimli orani

Degiskenlerin ortak faktorlerce agiklanan varyanslari biiylik oldugundan yani 1’yakin
oldugundan iki faktor yeterlidir. Eger bu degerler kiigiik olsaydi (0,50 den daha az) faktor

sayisini artirilmast onerilirdi.

Birinci faktor : X, , X, X,

)

Ikinci faktor : X, X,

Buradan



0.56 0.82 002 0 0
0.78 —0.52 0.12 0
PEwd 065 0.75 0.56 0.78 0.65 094 0.80 N 0.02
0.04 —0.11 0.82 —-0.52 0.75 —-0.11 —-0.54
0.80 —0.54
1 0 097 044 O
1 011 0.79 0.91
= 1 0.53 0.11
1 0.81
1
olup artiklar matrisi asagidaki gibi elde edilir.
0 0.02 —-0.01 —-0.02 0.01
0 0.02 —-0.08 —0.06
R—(LL'+ W)= 0  —0.03 0
0 —0.02
0

Bu matrisin elemanlarinin sifira yakin olmasini bekleriz.

o ©O o o o©

Ornek 10 : Bes hisse senedinin 100 haftalik kar oranina iliskin hisse senedi fiyat verileri daha

once verilmisti. Bu veriler i¢in R matrisinden ilk iki 6rneklem temel bilesenleri elde edilmisti.

1 0,577 0,509 0,387 0,462
1 0,599 0,389 0,322
R= 1 0,436 0,426
1 0,523
1

seklinde verildigine gore, m=1 ve m=2 alarak tahmini faktor agirliklarini, degiskenlere iliskin

ortak faktor varyanslarmi ve agiklanamayan (hata) varyanslarin elde ediniz.



Coziim 10 :

¢, =|-0.240 —0.509

Tahmini faktor agirliklart
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bigiminde elde edilir.

m=1 icin
0.784
0.772
Tahmini faktor agirhklar matrisi L = [0.794
0.713
0.712

Degiskenlerin ortak varyanslari ise 2 = 1,2,..

) = 0.
(0.457) =~ 0.772
(0.470) =~ 0.794

857 (0.422) ~ 0.713
(0.421) = 0.712

857 ¢ =|0464 0.457 0.47 0.422 0.421]

—0.260 0.526 0.582]

784

(—0.240) = —0.216

(—0.509) = —0.458
809 (—0.260) =~ —0.234

(0.526) == 0.473
0.809 (0.582) = 0.523

yazilabilir.

,plglnh ZQ+Z2+

LQ oldugundan



bigiminde elde edilir.

Tahmini  faktdr | Degiskenlerin | Ag¢iklanamayan
agirhiklar ortak faktdr | 6zel varyanslar
~ ~ varyanslari
Degiskenler lz'j - )‘j €
F, P2 ¥
7 0.784 0.61 0.39
1
7 0.772 0.60 0.40
2
7 0.794 0.63 0.37
3
7 0.713 0.51 0.49
4
7 0.712 0.51 0.49
5
Toplam varyansi
birikimli agiklama 0.571
orant
m=2 icin
Tahmini faktor agirliklart matrisi
0.784 —0.216
0.772 —0.458
L=10.794 —0.234
0.713 0.473
0.712  0.523
yazilabilir.
Degiskenlerin ortak varyanslari ise ¢ = 1,2,...,p i¢cin Hf = l~7:12 + l;; + ...+ Z:.m2
hP=17+1,=(0.784) +(-0.216)* = 0.66
;o =1," 41,7 =(0.772)° 4+ (—0.458)" = 0.81
T2 72 72 2 2
y = l31 -1—132 = (0.794)" + (—0.234)° = 0.69
T2 72 72 2 2
= l41 +l42 = (0.713)° 4+ (0.473)" = 0.73
T2 72 72 2 2
h5 = l51 +l52 = (0.712)° 4+ (0.523)" = 0.78

bigiminde elde edilir

oldugundan



Tahmini faktor | Degiskenlerin | Aciklanamayan
agirliklar ortak faktor | 6zel varyanslar
l~ _ /):_é__ varyanslari
ij J i

Degiskenl h2 y/

egiskenler }71 }7; hi 1/)7

Zl 0.784 -0.216 | 0.66 0.34

Z2 0.772 -0.418* | 0.81 0.19

23 0.794 -0.234 | 0.69 0.31

Z4 0.713 0.473* | 0.73 0.27

Z5 0.712 0.523* | 0.78 0.22

Ozdegerler 2.857 0.809

Toplam  varyansi | 0.571 0.733

birikimli  agiklama

orani

Iki faktorlii ¢oziimiin toplam varyansi agiklama orani tek faktorlii ¢oziime gore daha fazladur.

Burada

Z, in iki faktorle agiklanma oran1 %66 dir.

Z, in iki faktorle agiklanma orani %81 dir.

Z, in iki faktorle agiklanma orani %69 dir.

Z, iniki faktorle agiklanma orani %73 dir.

Z, in iki faktorle agiklanma orani %78 dir.

m=2 faktor ¢0ziimii i¢in artik matrisi:

0 —0.127 —0.164 —0.069 0.017
0 —0.122 —0.055 0.012
R—(LL'+ W)= 0  —0.019 —0.017
0  —0.232
0

bigiminde elde edilir.



