8. HAFTA

Faktor Dondiirme

Faktor dondiirmenin amaci kavramsal anlamliligin saglanmasidir. Faktor dondiirme ile yeni
faktorler elde edilmez. Sadece elde edilen faktorlerin daha iyi yorumlanmasini saglamak i¢in
faktor dondiirme yapilir. Faktor dondiirmeyle hangi degiskenlerin, hangi faktorle daha iligkili

oldugu yap1 belirlenir.

Matris cebirinde, koordinat eksenlerinin dik dondiiriilmesi bir ortogonal doniistimle iliskilidir.
Bu nedenle faktor agirliklarinin ortogonal doniistimii ve faktorlerin ortogonal doniisiimlerine,

faktor dondurilmesi adi verilir.

L herhangi bir yontemle elde edilen tahmini faktor agirliklarinin pxm tipinde bir matrisi ise,
L' = LT dondiiriilmiig agirhklarin pxm tipinde bir matrisidir, burada TT'=T'T=1__ dur.
Bununla birlikte tahmini varyans kovaryan(veya koralasyon) matrisinin degismeyecektir. Yani
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LI +¥=LTTL +¥= T

oldugundan, artik matrisi i¢in

dir, buradan ¥, 6zel varyanslari ve degiskenlerin ortak faktor varyanslari };f ‘ler de degismez.

Boylece matematiksel olarak L’ nmn veya L i elde edilmesi énemli degildir. Dondiirme
yapmadan onceki agirliklar daha kolay yorumlanabilmesi igin, daha basit yapilar elde
edilinceye kadar dondiirme yapilir. Dondiirme ile degisken agirliklart bir faktor {izerinde daha
biiyiikken, diger faktorler lizerinde daha kiigiik agirliklara sahip olacaktir. Boylece faktor
dondiirme ile degiskenlerin grup yapisi da belirlenebilir.

Bir ¢ok dondiirme teknigi vardir. Bunlardan en ¢ok kullanila Varimax olarak adlandirilan,
varyanslarin maksimizasyonudur. Burada her hangi bir yontemle faktér agirliklar1 ve ortak

faktor sayis1 belirlenmis olsun. Her bir degiskenin, her bir faktordeki tahmini agirlig
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i i=1L2,,p L j=12,.,m degerleri, degiskenlerin iligkili ortak faktor varyanslari ﬁf’ nin

kare kokiine boliinerek dl¢eklendirilmis yeni agirliklar
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olarak elde edilir. Elde edilen bu yeni agirlik degerleri kullanilarak
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bulunur. Varimax yontemiyle dyle T ortogonal matrisi segilir ki, V" degeri miimkiin oldugunca
bliylik olsun. En biiyiik V' elde edilinceye kadar, Ol¢eklendirilmis  agirlik yeniden

Olceklendirilerek yeni agirliklar bulunur. En biliylik V' degerini veren agirliklar, dondiirmeyle
elde edilmis agirliklar olacaktir. T doniisiimii belirlendikten sonra, Z; agirliklar, h:- ile

carpilarak orijinal faktor agirlik varyanslari korunmus olur. Yukarida verilen V yaklasik olarak

her bir faktoriin (61¢eklendirilmis) agirliklarinin karelerinin varyanslarinin toplamidir. Yani

V oc Zm:( j inci faktor i¢in (6lgeklendirilmis) agirliklarin karelerinin varyansidir.)
=
dir. Ancak farkli tahmin yontemleriyle elde edilen faktér agirliklarinin Varimax
dondiiriilmesiyle elde edilen agirliklar ayn1 olmayacaktir. Ek ortak faktorlerin dondiirmeye
eklenmesiyle, dondiiriilmiis agirliklarin yapisi degisebilir. Eger tek bir giiclii faktor varsa, bu
faktor herhangi bir ortogonal dondiirmeyle gizlenebilir, yani etkisini kaybedebilir. Diger
yandan, s6z konusu faktor her zaman sabit tutularak, diger faktorler dondiiriilebilir. Déndiirme
ile sadece her faktoriin, her bir degiskenin varyansina katkis1 degisecektir. Ancak faktorlerce
belirlenen toplam varyansin agiklanma oran1 degismez. Bagka dondiirme yontemleri de vardir.
Bunlardan bazilari: Quartimax, Ortomax, Oblimax, Qurtimin, Covarimin, Biquartimin,

Oblimin, Binoramin .... gibi.

Faktor Degerleri (Skorlari)

Faktor analizinde genelde faktor modelindeki parametreler lizerinde ilgi yogunlasir. Ancak

ortak faktorlerin degerlerinin  tahminleriyle de ilgilenilir. Faktor degerleri bilinmeyen

parametrelerin tahminleri degildir. Faktor degerleri E] , j=12,...,n gozlenemeyen ancak

rasgele olan faktorlerin tahminleridir. Bu tahmin degeri ]_i , her bir birim i¢in F, * den elde



edilen ]_‘j' nin tahmini degeridir. Gozlenen X, degerleri, L ve ¢&; degerlerinden daha az

oldugundan tahmin kolay degildir. Bu sorundan dolay faktor degerlerinin(skorlarinin) tahmini
icin baz1 yaklasimlar s6z konusudur. Burada Agirlikli en kiigiik kareler ve en kiiclik kareler
olmak tizere iki yaklagim tizerinde durulacaktir. Bu yaklagimlarin her ikisi de, iki ortak elemana

sahiptir. Bunlar:
1.1, faktor agirhiklart ve y; 6zel varyanslarin tahmini,

2. Orijinal verilerin lineer doniisiimlerini igerirler.

Dondiiriilmemis tahmini faktor agirliklarindansa, dondiiriilmiis agirliklara gore faktor degerleri
hesaplanir. Burada verilen faktor degerlerini hesaplama ifadelerinde, dondiirtilmemis agirliklar

i¢in, dondiiriilmiis agirliklarin alinmasiyla degismez ve dolayisiyla fark olmayacaktir.

Agirhikh En Kii¢iik Karelere Faktor Degerlerinin Bulunmasi

X —-u =L F + g ortogonal faktér modeli i¢in, ortalama vektor g, faktor
— pxl -

(px1) pxl) (pxm) — (mxl)

agirliklart matrisi L ve 6zel varyanslardan olusan ¥ matrisinin bilindigi kabul edilsin. Ozel
faktor £'=(¢g, ¢, ... £,) hata vektorii olarak almsmn. Var(e)=y, , i=12,..,p oldugundan
yani hata varyanslari esit olmadigindan, ortak faktor degerlerinin tahmini i¢in agirlikli en kiiciik

kareler tahmin yontemi kullanilabilir. Buradan hatalar kendi varyanslaria boliinerek, agirlikl

hata kareler toplami,

dir. Bu ifadeyi minimize eden f’ nin tahmini f degeri

A

fmxl = (L;nxp‘P;vlchpxm )71 L;nxp‘P;"p (prl - lilpxl )

biciminde elde edilir. Bu deger her hangi bir birimin p tane 6zelligine iligkin gézlem degerinin,
m tane ortak faktor i¢in aldig1 degerleri géstermektedir. Yani bir birim i¢in p tane degerden, m

tane deger elde edilmig olur. Bu ifade de bilinmeyen L, W veu parametreleri yerine



Srneklemden elde edilen L, ¥ ve A= X tahmin edicileri almirsa, j inci birim i¢in elde edilen

faktor degerleri
s A A A o
=ML L (x,-%) , =120

olarak elde edilir. I:, ¥ ve g = X en ¢ok olabilirlik yonteminden elde edilirlerse, L'WY 'L=A

2

nin diagonal bir matris olma tekil kosulunu saglamalidir. Buradan, en ¢ok olabilirlik

tahminlerinden agirlikli en kiiclik kareler ile elde edilen faktor degerleri

olarak elde edilir, burada z, =D,"*(x, —X) ve p=L,L, +¥, dir.

En Kiiciik Karelere Faktor Degerlerinin Bulunmasi

Faktor agirliklart  temel bilesenler yonteminden elde edilirse, faktor degerleri
agirliklandirilmamis en kiiglik kareler yontemi kullanilarak elde edilebilir. v, ler esit veya

yakin oldugu kabul edildiginde faktor degerleri
[ =ML)Y'L(x,-%), j=12...,n

dir veya standartlastirilmis veriler i¢in

dir.

oldugundan,
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dir. Bu faktor skorlari i¢in

—Z f 0 (6rneklem ortalama vektorii)
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=] (6rneklem varyans kovaryans matrisi

dir. j inci birimin gozlem degerleri X, den elde edilen fj degerleri, ilk m tane temel bilesen

icin elde edilen temel skorlar ile aynidir.

Ornek 13 : 220 adet 6grencinin p=6 derse iliskin sinav sonuglarinin korelasyon matrisi

asagidaki gibidir:

galdili ingilizce tarih aritmetik cebir

1.000 0.439 0.410 0.288

1.000  0.351 0.354
R = 1.000 0.164
1.000

0.329
0.320
0.190
0.595
1.000

geometri

0.248
0.329
0.181
0.470
0.464
1.000

m=2 ortak faktdr i¢in en ¢ok olabilirlik yontemine gore ¢oziim:
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Degiskenler F, F, hf
X, 0.553 0.429 0.490
, 0.568 0.288 0.406
X, 0.392 0.450 0.356
X, 0.740 -0.273 0.623
X 0.724 -0.211 0.569
X, 0.595 -0.132 0.372
R matrisine iligkin 6zdeger ve 6zvektorler sirastyla
A A, A, A A
2.7329 1.1298 0.6152 0.6012 0.5248 0.3962
0.3979 0.4225 —0.2379 0.4470  0.6206 —0.1473
0.4164 0.2732 —0.6498 —0.4059 —-0.3700 0.1676
103130 0.5996  0.6713 —0.0990 —0.2855 —0.0222
“T10.4466 —0.3886 0.0008 0.2322 —0.3518 —0.6869
0.4500 —0.3532 0.1361  0.4024 —0.1218 0.6910
0.4103 —0.3340 0.2280 —0.6401 0.5079 —0.0205

Biitlin degiskenler birinci faktdr iizerinde pozitif agirliklara sahiptir. Bu faktor genel bilgi
faktorii olabilir. Ikinci faktdr iizerindeki agirliklarin yaris1 pozitif yarisi negatiftir. Bu faktore
de ikili z1t faktor adi verilir. (agirliklarin negatif ya da pozitif olmasi analizi etkilemez.) Bu
faktor kolay tanimlanamaz. Ancak faktor lizerindeki yukaridaki ortalama puanlar sozel test
iizerindeki ortalama puanlar1 vermektedir. Yukaridaki ortalama sonuglardan faktor tizerinde

matematik testinin ortalama sonuclar1 daha diisiiktiir. Bu nedenle bu faktér matematik

yetenegi olma ve matematik yetenegi olmama bi¢iminde adlandirilabilir.

(f ] ) faktor agirliklar ¢iftleri

11772
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Noktalar degiskenlerin iligkilerinin sayisi ile gosterilmistir. Ayrica koordinat eksenleri yaklagik
¢ =~ 20° lik ag1 ile saat yoniinde ortogonal dondiirmeyi gostermektedir. Bu agi (l:n ,1;2)

noktasindan gegen yeni eksene gore se¢ilmistir. Bu isler yapildiginda degiskenlerin iki farkli

kiimesi oldukea iyi agiklanmaktadir.

¢ = 20° olup buradan

cos20 sin20
—sin20 cos20

0.939 0.342
—0.342 0.939

0.553  0.429 0.372
0.568  0.288 0.434

. [0.392  0.450 || 0.939 0.342| |0.214
L =loma0 —0273)|-0342 0.939| = @78 —0.003
0.724 —0.211 0.752 0.049
0.595 —0.132 0.60D 0.080

elde edilir. Matematiksel test degiskenleri Ff tizerinde daha ytiksek agirlikli ve F; tizerindeki
agirliklar 6nemsiz goziikmektedir. Birinci faktér matematik yetenek faktorii olabilir. Benzer
bigimde ii¢ sézel test degiskeni F;* tizerinde daha yiiksek agirliga sahiptir ve Ff tizerindeki
agirhiklar1 dnemsenmeyecek kadar kiigiiktiir. ikinci faktor sozel yetenek faktorii olabilir. Daha
once (yani dondiirme yapilamadan 6nce) tanimlanan genel bilgi faktorii Ff ve F; faktorlerinin

icinde yer almistir.

Dondiiriilmiis faktor agirliklart ve iliskili ortak faktor varyanslart asagidaki gibidir:
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Degiskenler | g F B = 2

X 0.372 | 0.592 | 0.490

1

0.434 | 0.465 | 0.406

no

X, 0.214 | 0.557 | 0.356
X, 0.789 | -0.003 | 0.623
X, 0.752 | 0.049 | 0.569
X 0.604 | 0.080 | 0.372

(=2}

Ornek 14: Daha &nce verilen Pazar verileri goz dniine alisin. Temel bilesenler ¢oziimiiyle
elde edilen orijinal faktor agirliklari, degiskenlerin ortak faktor varyanslari, varimax dondiirme

yontemiyle elde edilen faktor agirliklar asagida verilmistir:

Tahmini Faktor Dondiiriilmiis Tahmini Ortak Faktor
Agirliklar Faktor Agirliklar Varyanslari
D 31 k 1 * * Nox ~
cgiskenler F; F; Fl ,F; hff — th
X, 0.56 0.82 0.02 0.99 0.98
X, 0.78 -0.52 0.94 -0.01 0.88
X, 0.65 0.75 0.13 0.98 0.98
X, 0.94 -0.11 0.84 0.43 0.89
X 0.80 -0.54 0.97 -0.02 0.93
Toplam orneklem | (0.571 0.934 0.507 0.934
varyansinin birikimli
aciklama orani

Tahmini agirliklarin dondiiriilmesiyle sadece her faktor ile agiklanan toplam 6rneklem varyans

oraninin dagilimi etkilenecektir. Ancak birikimli agiklama oranlart degismez (0.934).

2.,4. ve 5. Degiskenler faktor 1 ile tanimlanir. (Faktor 1 iizerinde yiiksek agirlik, faktor 2

iizerinde kii¢iik agirliklar1 oldugundan)



1. ve 3. Degisken ise faktor 2 ile tanimlanir (Faktor 2 tizerinde yiiksek agirlik, faktor 1 {izerinde

kiigiik agirliklart oldugundan)

Degiskenler i¢in faktor agirliklart orijinal ve varimax dondiiriilmiis faktor eksenlerine gore

asagidaki gibidir:

* (3)

0.6 0.8 .l

(2) e

0.8 —

Faktor agirliklarinin dondiirilmesi en ¢ok olabilirlik yontemiyle elde edilen agirliklar igin

onemlidir. Cilinkii ilk degerler, L9 'L diagonal matrisinin teklik kosulunun saglanmasina
kisitlanmistir. Bu kosul hesaplama amaglar1 i¢in uygundur, ancak faktoérlerin kolay ifade

edilmesini saglamaz.

Ornek 15 : Hisse senedi verileri i¢in agirlik faktdrlerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri ve

varimax dondiirme yontemiyle elde edilen faktor agirliklart asagida verilmistir:

Tahmini Faktor Dondiirtilmiis Ortak
Agirliklarinin En Tahmini Faktér | Faktor
Cok Olabilirlik Tah. | Agirliklan Varyanslari
Degiskenler F, F, F § E : hf* = I’ b,
X, 0.684 0.189 0.601 | 0.377 0.50 0.50
X, 0.694 0.517 0.850 | 0.164 0.75 0.25
X, 0.681 0.248 0.643 | 0.335 0.53 0.47
X, 0.621 -0.073 0.365 | 0.507 0.39 0.61
] 0.792 -0.442 0.208 | 0.883 0.82 0.18
Toplam 0.485 0.598 0,334 | 0.598
orneklem
varyansinin
birikimli
aciklama orani




Dondiiriilmiis agirliklar i¢in faktor yorumlari daha once verilmisti.
1., 2. ve 3. degiskenlerin (bunlar kimyasal hisseler) yiikii faktor 1 tizerinde ytiksektir.
4. ve 5. degiskenlerin (bunlar petrol hisseleri) faktor 2 iizerinde agirliklar yiiksektir.

Iki faktor birlikte endiistrileri ayirmaktadir. Faktor 1 tek ekonomik giicii verir dyleki kimyasal
hisseler birlikte harekete sebep olur. Faktor 2 petrol hisseleriyle etkilenen ekonomik sartlar

gosterir.

Ornek 16 : Olimpiyat dekatlon verileri igin agirlik faktorlerinin temel bilesenler ve en ¢ok

olabilirlik tahminlerinin dondiirme yontemiyle elde edilen faktor agirliklar agagida verilmistir:

Temel Bilesenler Ydntemi Ortak En Cok Olabilirlik Yntemi Ortak
Dondiirtilmiis Tahmini Faktor Faktor Dondiirtilmiis Tahmini Faktor Faktor
Agirliklar Varyansla | Agirliklar Varyanslari
r1
Degiskenler * * * * f2X 12 * * * * p2f 72
R F R E=RE | R R [ =k
0.884 0.136 | 0.56 -0.113 0.16 0.167 | 0.857 | 0.246 | -0.138 0.16
1
X 0.631 0.194 | 0.515 | -0.006 0.30 0.240 | 0.477 | 0.580 | 0.011 0.38
2
X 0.245 0.825 | 0.223 | -0.148 0.19 0.966 | 0.154 | 0.200 | -0.058 0.00
3
X 0.239 0.150 | 0.750 | 0.076 0.35 0.242 | 0.173 | 0.632 | 0.113 0.50
4
X 0.797 0.075 | 0.102 | 0.468 0.13 0.055 | 0.709 | 0.236 | 0.330 0.33
5
X 0.404 0.153 | 0.635 | -0.170 0.38 0.205 | 0.261 | 0.589 | -0.071 0.54
6
X 0.186 0.814 | 0.147 | -0.079 0.28 0.697 | 0.133 | 0.180 | -0.009 0.46
7
X -0.036 0.176 | 0.762 | 0.217 0.34 0.137 | 0.078 | 0.513 | 0.116 0.70
8
X -0.048 0.735 | 0.110 | 0.141 0.43 0416 | 0.019 | 0.175 | 0.002 0.80
9
X 0.045 -0.041 | 0.112 | 0.934 0.11 -0.055 | 0.056 | 0.113 | 0.990 0.00
10
Toplam 0.21 0.42 0.61 0.73 0.18 0.34 0.50 0.61
orneklem
varyansinin
birikimli
agiklama
orani

Her iki yontem i¢in faktor 1 ve faktor 2 agirlik yiikleri bakimindan ayni sirada degildir.

Giille atma ( X, ), disk atma ( X_) ve cirit atma ( X ) bir faktor lizerinde daha yiiksek agirliga

sahiptir. Ve bu faktore kol kuvveti faktorii adi verilebilir.




Yiiksek atlama, 110 m engelli, sirikla atlama ve uzun atlama degiskenlerinin agirliklar1 bagka

bir faktor tizeinde yliksektir. Bu faktore de bacak kuvveti faktorii adi verilebilir.

100 m kosusu, 400 m kosusu ve uzun atlama (bazi1 uzunluklar i¢in) ii¢iincii faktor {izerinde
biiyiik agirliga sahiptir. Bu faktore hizli kogma faktorii adi verilebilir. Son olarak 1500 m kosusu
daha yiiksek ve 400 m kosusu daha az agirliklarla 4. Faktorde yer almaktadirlar. Bu faktore de

mukavemet kosu (uzun mesafeli kosu, mukavemet : direng, dayaniklilik) faktorii adi verilebilir.

Ornek 17 : Hisse senedi verileri icin en kiiciik kareler yontemiyle hesaplanan faktor degerlerini

bulunuz.
Coziim 17:

R matrisinden en ¢ok olabilirlik ¢oziim yontemiyle elde edilen tahmini dondiiriilmiis faktor

agirliklar1 ve 6zel varyanslar :

0.601 0.377 050 0 0 0 0
0.850 0.164 0 025 0 0
L' =1[0643 0335|ve =l 0 0 047 0 O
0.365 0.507 0O 0 0 061 0
0.208 0.883 O 0 0 0 0.18

Standartlastirilmis gézlemler vektori :
g‘:[0.50 ~1.40 —0.20 —0.70 1.40}

Standartlastirilmis gézlemler vektorii 1 ve 2. Faktorler tizerindeki faktor degerleri:

—1.8
2.0

*‘Al

Uz =

Faktor degerleri, bir faktor tizerinde agirligi biiyiik (0.4’den biiyiik) olan degiskenleri
gruplandirir. Faktor 1 icin degerler agirliklarin isaretine gore birlestirilmis gruptaki
degiskenlerin gézlem degerlerinin (standartlastirilmis) toplamiyla elde edilir. Faktor 2 igin
faktor degerleri, 2. Faktor lizerindeki biiyilik agirliklar ile iligkili degiskenlerin

standartlagtirilmis gézlemlerinin toplamidir.



Ornek 18: Hisse senedi verileri igin temel bilesenler ¢6ziim yontemiyle elde edilen faktor

agirliklarini kullanarak faktor analizi gruplarindan faktor degerlerini elde ediniz.

Coziim 18:
0.784 —0.216
0.773 —0.458
L =10.795 —0.234
0.712  0.473
0.712  0.524

olup buradan dondiiriilmiis agirliklar matrisi

0.746 0.323
0.889 0.128
L =LT=|0.766 0.316
0.258 0.815
0.226 0.854

Béylece L dan elde edilen faktor degerleri :

S~

1::E1+1L‘2+CE3+SE4+JI5

:x4—|—:lz5—x2

>

[V}

iken L dan elde edilen faktor degerleri :

S~

+T, + T,

=T
:a:4+:zr

>

no

5

bi¢iminde elde edilir.



