10. HAFTA
Genel Simiflandirma Problemi

Bu boliimde iki kitle olmas1 durumundaki siniflandirma problemi iizerinde durulacaktir. Tkiden

cok kitle i¢in de benzer sonuglar genellestirilebilir.

Atama veya simiflandirma kurallar1 6rneklemlerin degerlendirilmesinden elde edilir. Iki kitlenin
birinden geldigi bilinen ve rasgele secilen bir birimin 6zelliklerinin 6lgiim degerlerine gore
degerlendirilir. Orneklem uzaymin R, ve R, gibi iki ayrik bolgeye ayrildigi kabul edilsin. Eger
yeni bir birime ait gézlem degeri; R, bolgesinde ise bu gdzleme sahip birim I1, kitlesine, R,
bolgesinde ise bu gézleme sahip birim I, kitlesine atanir. Boylece birimlerin bir kiimesi 1T,
de, diger kiimesi I1, kitlesinde yer alir. Ancak bazi birimler 6zelliklerinin gozlem degerlerine

gore gercek kitlesinden farkli kitleye de atanabilir. Yani bazi birimler gercek kitlesindense diger
kitleye hatali atanmus olur. Iyi bir siniflandirma ydnteminde birkag tane birimin hatali atanmasi

yani hatali siniflandirma olasiliklarmin kiigiik ¢ikmasi beklenir.

Ornek 20 : T, : iizerine binilerek kesme yapan araca sahip olanlarin grubunu ve I1, : bdyle
araca sahip olmayanlarin grubunu gostersin. Bir satis kampanyasinda en iyi satig profilini
belirlemek i¢in bu tiir aleti Ureten firmalar, z, :gelir ve w, :sahip oldugu arazibiiyikligii

verilerine bagli bu tiir araca sahip olan ve olmayan ailelerin sinifiyla ilgilenmektedir. Her bir

kitleden 12 birimlik rasgele 6rneklemler alinmis ve elde edilen degerler asagidadir:

I1, grubu IT, grubu

T, T, T, Z,

20,0 9,2 250 |98
28,5 | 8,4 17,6 | 10,4
21,6 | 10,8 | 21,6 |8.,6
20,5 | 104 | 14,4 | 10,2
29,0 | 11,8 | 28,0 |88
36,7 | 9,6 16,4 | 8,8
36,0 | 8,8 19,8 | 8,0
27,6 | 11,2 | 22,0 |9,2




23,0 | 10,0 | 15,8 | 8,2
31,0 | 10,4 | 11,0 |94
17,0 | 11,0 | 17,0 | 7,0
27,0 | 10,0 |{21,0 | 7.4

Yorum : Arazi biiyiikliigl gelire gére daha iyi ayrim yapmasina ragmen, aleti olanlarin geliri

ve arazisi olmayanlara gore daha ¢ok oldugu goriilmektedir. Diger taraftan iki grup arasinda

cakigma vardir. Omegin eger I1, ve I1, kitlelerindeki (:cl,xz) degerlerini sekildeki R1 ve R2

bolgelerini ayiran diiz dogruya gore atamasini yaparsak hata yapmis oluruz. IT,’deki bazi
birimler IT,’ye, II,’deki baz1 birimler II,’e yanhslikla simiflandirilabilir. Ama¢ R1 ve R2

bolgelerini belirleyecek dyle bir kural olusturulsun ki bu hatali atamalar minimum olsun.

Iki kitleden biri digerine gére goreceli olarak daha biiyiik(genis) olabileceginden, kitlelerden
biri digerine gore daha biiyiik olabilirlilige sahip olacaktir. Diger bir ifade ile gdzlemlerin ait
olduklari kitlelere iliskin 6n bilgi ad1 verilen 6nsel(prior) olasiliklar farkli olabilir. Dolayisiyla
bir birimin geldigi kitleye iliskin 6nsel olasilik, biiylik kitle i¢cin daha biiyiik olacaktir. Ancak
tim kitleler i¢in Onsel olasiliklarin toplami bire esit olmalidir. Bu onsel olasiliklar, kitle

agirliklar olarak da ifade edilebilir.

Simiflandirma da diger 6nemli bir kavram da maliyettir. Birimlerin ait olduklar kitleden farkli
bir kitleye atanmasi, bir cok uygulamada biiyiik maliyetlere neden olabilir. Iyi bir siniflandirma

yontemin de eger miimkiinse hatali siniflandirma maliyetleri hakkinda bilgi olmalidir.



fix)ve f,(x), I, ve II, kitleleri igin X, rasgele vektoriine iliskin olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 olsun. X 6l¢iimiine sahip bir gozlem II, ve II, kitlelerinden birine atanmalidir.
(2, X’in olas1 tiim degerlerinden olugan drneklem uzayi olsun. Ayrica R,, I1, ’e siniflandirilan
birimler i¢in X degerlerinin bir kiimesi ve R, , I1, ’ye siniflandirilan birimler i¢in X degerlerinin

bir kiimesi olsun. Burada Q = R, U R, dir ve bir birim iki kitleden sadece birine atanacagindan

R, ve R,bolgeleri ayriktir, yani R, "R, = dir.

p =2 i¢in siiflandirma bolgeleri asagidaki sekilde gosterilmistir.

o4
/

I1, kitlesine ait bir birimin IT, kitlesine atanmasinin(siniflandirilmasinin) kosullu olasilig

P(2/1)=P(X €R,/T1,)
= [ /;(x0)dx



dir. Benzer bigimde I, kitlesine ait bir birimin I, kitlesine atanmasinin(siniflandirilmasinin)

kosullu olasilig1

P(1/2)=P(X eR /T1,)
= [ £ (x)dx

dir.

p =1 oldugunda yani birim {izerinde sadece bir 6zellige iliskin 6l¢iim yapildiginda, 6l¢iime
karsilik gelen rasgele degiskenin her iki kitle {izerinde olasilik yogunluk fonksiyonlarina bagl

olarak siniflandirma bolgeleri i¢in kosullu olasiliklar agagidaki sekilde gosterilmistir.

PQID=[ i@k

&

PA/2)=[ fi@dx
R

A \

’\
L4

IT, ye smiflandirma bolgesi IT, ’ye siniflandirma bolgesi

p,=P(Xell), II,’in ve p,=P(X €Il,),I1, nin 6nsel olasilig1 olsun. Birimlerin hatal

veya dogru siniflandirilmasina iligkin olasiliklar; onsel olasiliklar ile kosullu olasiliklarin

carpilmastyla elde edilebilir.

P(I1,'e dogru smmiflandirma) = P(G6zlemin I1 'den gelmesi ve I1'e dogru smiflandirilmast)
=P(X eR /II)P(X €ll))
=P(1/1)p,



P(I1,'e hatali siniflandirma) = P(G6zlemin I1,'den gelmesi ve I1,'e hatal1 siniflandirilmast)
=P(X e R /IL))P(X €l11,)
— P(1/2)p,

P(I1,'ye dogru smiflandirma) = P(GozleminI1,'den gelmesi ve I1,'ye dogru siniflandirilmasi)
=P(X eR,/11,)P(X €ll1,)
— PQ2/2)p,

P(I1,'ye hatali siniflandirma) = P(Gozlemin I1,'den gelmesi ve I1,'ye hatali siniflandirilmasi)
=P(X eR,/11))P(X €11,)
=P22/1)p,

Birimlerin siniflandirilmasinda maliyetler de 6nemli rol oynar. Hatali siniflandirma maliyetleri

maliyet matrisinde asagidaki gibi tanimlanabilir.

Siniflandirilan Kitle
IT, IT,
IT, 0 C(2/1)
Dogru Kitle I, C(1/2) 0
Burada;

C(1/2): Gozlemin IT, den oldugu bilindiginde, IT, ’e hatali atanmasinin maliyetidir.

C(2/1): Gozlemin T1, den oldugu bilindiginde, IT, e hatali atanmasinin maliyetidir.

Birimler ait oldugu ger¢ek kitlesine dogru siniflandirildiginda herhangi bir maliyet

olusmayacagindan, maliyetler O olacaktir.
Herhangi bir kural i¢in, ortalamaya veya hatali siniflandirmanin beklenen maliyeti (ECM)

ECM =C(Q2/1)P2/1)p, +C(1/2)P(1/2)p,

dir. Iyi bir simiflandirma kuralinda ECM degeri kiiciik veya miimkiin oldugunca kiiciik

olmalidr.



Iki Kitle icin Simiflandirma Kurallar

Iyi bir smiflandirma kurali ECM’nin minimizasyonu ile elde edilebilir. Diger bir ifade ile 6yle

R, ve R, bolgeleri secilsin ki ECM miimkiin oldugunca kiiciik olsun.

Sonu¢: ECM degerini minimize eden R, ve R, bolgeleri asagidaki esitsizlikler gecerli olacak

bicimde X degeriyle tanimlanir:

PRRACY Z{C(l/z)}{&}
A® L@ | p,

PRy {ca/z)}{&}
A @] p

Ispat: P(2/1) ve P(1/2) i¢in integral gdsterimlerinden,

ECM =CQ/)p, [ £;(x)dx+C(1/2)p, [ f,(x)dx

Ry R’

olarak yazilabilir. Q= R, UR, oldugundan, toplam olasilik

1= fix)dx
= [ fidx+ [ fi(x)dx

dir. Boylece,

ECM =C(2/1)p, {1 - [ fl(z)dz} C1/2)p, [ £,(x)dx

= I [C(1/2)p, [,(x)-C2/Dp ()]dx+C(2/1)p,

Ry

olur. p,,p,, C(1/2)ve C(2/1)pozitiftir. Bununla birlikte f(x) ve f,(x)fonksiyonlar

biitiin x ‘ler i¢in pozitiftir ve ECM ifadesi de X’ baglidir. Boylece, eger R, bolgesi

[CU/2)p, /,(x)-C2/Dp £,(x)] <0

olan Xxdegerlerini igeriyorsa ECM minimum olur ve X’in bu degerleri hari¢ ifade pozitiftir.

Yani R, bolgesi



CA/2)p, /,(x) <C2/Dp fi(x)

veya

JAeS) Z{C(l/z)}[&}
LX) LC2/D) | p
sonucunu saglayan X degerlerinin bir kiimesidir. R, bolgesi, {2 da R, bdlgesinin tiimleyeni

oldugundan, R, bolgesi;

/() <{C(1/2)}{&}
A e p

sonucunu saglayan Xdegerlerinin bir kiimesidir. Bu ifadelerde yer alan maliyetlerin

belirlenmesi zordur.

Beklenen Maliyet Bolgelerinin Minimizasyonunun Ozel Durumlart:

a) Onsel (prior) olasiliklarin esit olmasi. Yani Py
b
RS Z{ca/z)} ALy <{6(1/2)}
L&) [C2/) L) €2/
b) Hatali siniflandirma maliyetlerinin esit olmasi. Yani % =1

R, :&Z{&} ; R, :—fl(z) <{&}
L&) | p L&) | p

P21 ve _C(1/2)_1

c) Hem onsel olasiliklarin hem de maliyetlerin esit olmasi. Yani =
P c@in

PRI

‘ > S
VA

Y Ax)

Onsel olasiliklar bilinmediginde genelde esit almirlar ve en kiiciik ECM kurali uygun hatali
simiflandirma maliyetleri ile kitle olasilik yogunluk fonksiyonlarinin karsilastiriimasini igerir.

Eger hatali siniflandirma maliyetleri belirlenemez ise esit almirlar ve kitle olasilik yogunluk



fonksiyonlarmin orani, 6nsel olasiliklarin orami ile karsilastirilir. Son olarak, hem onsel
olasiliklar, hem de hatali siniflandirma maliyetleri bilinmediginde 6nsel olasiliklarin oran1 ve
hatali siniflandirma maliyetlerinin orant bire esit alinarak en iyi siniflandirma bolgeleri

yogunluk fonksiyonlarinin degerlerinin karsilastirilmasiyla belirlenir. Bu durumda yeni bir

gozlem x, i¢in MZI (veya f(X,)= f5(x,)) ise x, gozlem degerine sahip birim IT,
(X
kitlesine atanir. Diger taraftan @<1 ise x, gozlem degerine sahip birim II, kitlesine
2 50

atanir.

Hatali siniflandirmanin beklenen maliyetinin minimizasyonundan baska bir siniflandirma

kriteri en iyl (optimal) siiflandirma yontemidir. Hatali smiflandirma maliyetleri ihmal

edildiginde, R, ve R, bdlgelerinin se¢imi, Toplam Hatal1 Siniflandirma Olasiliginin (7PM)

minimizasyonu ile belirlenir.

TPM = P( Bir birimin IT, ’e veya I, ’ye hatali siniflandiriimast)
= P ( Birim IT, ’den gelsin ve hatali simiflandirilsin )
+ P ( Birim IT, ’den gelsin ve hatali simiflandirilsin )

bi¢gimindedir. Buradan,

TPM = p, | fi(x)ds+ p, [ f,(x)dx

R, R

dir. Matematiksel olarak bu ifade, hatali siniflandirma maliyetleri esit oldugu durumdaki hatali

siniflandirmanin beklenen maliyetinin minimizasyonu ile esdegerdir.

Ayrica x, gozlem degerine sahip bir birim, P(I1,/x,), i=1,2 sonsal (posterior) olasilig1

biiyiik olan kitleye atanir. Burada,

P(IT, / x,) = pufi(Xo)
pfi(Xo)+ pofr(X,)

Ve

P(I1,/x,)=1-P(I1,/x,)

_ )5 (%)
pfiXo)+ oSy (%)




dir. Boylece, P(I1,/x,) > P(I1, / x,) oldugunda, x, gézlem degerine sahip birim IT, kitlesine

atanir.

Varyans-Kovaryans Matrisleri Esit Olan Iki Cok Degiskenli Normal Kitle i¢in

Siniflandirma

IT, ve II, , yogunluk fonksiyonlar1 f (x) ve f,(x) , kitle ortalama vektorleri g, w, ve
varyans—kovaryans matrisleri X,, X, olan ¢ok degiskenli (p-boyutlu) normal dagilima sahip

kitleler oldugunu kabul edelim.

Ilk olarak her iki kitle i¢in varyans-kovaryas matrislerinin esit oldugu durumu goz dniine alalim.

Bu durum Fisherin iki kitle i¢in elde edilen lineer diskriminant fonksiyonu kullanilabilir.

2, =2,=X% olsun
I1, ve I, kitleleri icin X ‘= (X, X5,...,X ) rasgele vektdriiniin ortak yogunluk fonksiyonu

1 —l(z—g,- Y= (x-) .
fi(é)zmez , i=1,2

dir, burada g, € R” ve ¥ pozitif tammli kare matristir. Ayrica 4, 4, ve X nin bilindigi kabul

edilsin. Boylece,

ey s xmm)

HX) _e?

fz(é) - e—%@—gz Y= (x~4)

1 . 1 i
) I )+ () T (3 1)
=e

dir. Buradan minimum ECM bdlgeleri

o1 1 R
R (e—%(ygnz SR NS Ca/2) || py
C2/D || p

1 A 1 el
R,: (6—5@—5«)2 ()5 ('S (K—Ez))< Ca/2) || p,
ce/n|Lp



olarak elde edilir. Bu sekilde R, ve R, bolgeleri verildiginde, asagidaki siniflandirma kural

elde edilir.

Sonu¢: II, ve II, cok degiskenli normal yogunluk fonksiyonuna sahip kitleler olsunlar.

ECM’yi minimize eden atama kurali eger

I P o ey
(4= 62 %o =5 (4 = )2 (4 + ) 2 In( Lj(z/l)}{pj)

ise X, gozlem degerine sahip birim IT, e aksi halde IT, ’ye atanir.

Ispat: Yukarida verilen {iistel ifade biitiin X ’ler i¢in negatif olmadigindan, bu ifadenin dogal

logaritmasi alinarak esitlik diizenlendiginde,

1 N - 1 A D A 1 Ak
—E-p)'E 1(&—;_11)+5(§—;_12)2 "(x— )= (1 = 1,)'S 15—5(/;!1—5!2)2 W+ )

dir ve sonug olarak,

. _ -1 _l _ -l M &
R :(—1)E X Z(El H)Z (4 + ) 2 In( {C(2/1)}{PJ)

veE

. _ 1y -1 _l _ o M &
Ry:(p— 1)L X 2(&‘1 H) 2 (ph + i) <In( |:C(2/1):||:pl:|)

olarak bulunur.

Minimum ECM kurali, Fisher yontemiyle karsilastirildiginda {%} {&} =1 oldugunda
b

In(1) =0 dir. Bu durumda bu iki kural esdegerdir.

Bir ¢ok durumda g, 4, ve X kitle parametreleri bilinmediginde, yukarida verilen atama kuralt

degistirilmelidir. Yani bilinmeyen kitle parametreleri yerine tahmin edicileri kullanilarak
orneklem siiflandirma kurali elde edilir. Cok degiskenli normal kitlelerin her birinden alinan

n, ve n, birimlik 6rneklemlerden elde edilen X,, X, ve S, =S orneklem degerlerine bagl

pool

olarak 6rneklem minimum ECM kurals,



S cu/2) | py
(X, —X,)'S X, 2(& X,)'ST (X, +X,) 2 In( [—C(Z/I)le})

ise x, gozlem degerine sahip birim II,’e aksi halde II,’ye atanir bi¢ciminde verilir. Bu

ifadedeki ilk terim y = (X, -X,)'S"'x,, Fisher tarafindan elde edilen lineer fonksiyondur. Bu

fonksiyon, 6rneklemler arasi degiskenligi, 6rneklem i¢i degiskenlige gére maksimize eder.

Ayrica,
W= (X, —X2>'Sl>_<—%(z<l CX,YS(X +X,)
(X, -, [z—%o:w:cz)}

ifadesine Anderson siniflandirma fonksiyonu(W istatistigi) adi da verilmektedir.

Iki normal kitle ayn1 varyans-kovaryans matrisine sahip ise esit dnsel olasilik ve esit hatali
siniflandirma maliyetleri durumunda, Fisher’in siniflandirma kurali, minimumu ECM kuraliyla

esdegerdir.

Bilinmeyen parametreler yerine drneklemlerden elde edilen tahminleri alindiginda, elde edilen
kural uygulamada hatali siniflandirmanin beklenen maliyetini minimize etmeyebilir. Optimal

kuralin f,(x) ve f,(x) ¢ok degiskenli normal yogunluk fonksiyonlarmin tamamen bilindigi

durumda elde edildiginden minimizasyon gergeklesmeyebilir. Orneklem siniflandirma kurals,
optimal kuralin bir tahminidir. Eger 6rneklemler yeterince biiyiik ise, kuralin iyi ¢alismasi

beklenir.

Ornek 21: A tipi Hemophilia hastaligini tastyan ve tasimayanlara iliskin verilerin dagilimi gok

degiskenli normal olsun. Grup elemanlarinin prior olasiliklar1 bilindiginde bir kadinin IT,:

normal kitle veya I1,: Zorunlu tastyicilar kitlesine atanmasina iligkin daha 6nce elde edilen

sonugclar :

L=

-0.0065] _ [0.2483 o 131.158 —90.423
= » Xp = ve oole =
—-0.0390 | > 7 10.0262 pooled =1 _90.423  108.147

Seklinde daha once verilmisti. Hatali siniflandirma maliyetleri C(1/2)=C(2/1) olsun. Teyze

cocugu hemophilik olan bir kisinin A tipi hemophilia hastaligina genetik olarak yakalanma



olasiligi  0.25’tir. Verilenlere gore, tahmini minimum ECM kuralin1 kullanarak
x, =-0.210, x, =-0.044 Ol¢iimlerine sahip bir teyze c¢ocugunun hangi kitleye

smiflandirilacagini arastiriniz.

Coziim 21 :
I1, : hastalig1 tasimayan (normal) kitle ——»  p, =1-0.25=0.75

I1, : Zorunlu tastyicilar kitlesine — p,=025

. e e . - . —_ —\ -1 —_ " o=l —_ —_
W smiflandirma istatistiginin degeri w= (5 -%,) S ooledXo —5(11 -X,) S ooled (% + 12) veya

w=1 x, —m ile elde edilir. Burada y, = i x, Fisher’in lineer diskriminant fonksiyonu ve 7
vy ‘nin 6rneklem ortalamalar1 arasindaki orta noktadir. Daha 6nceki derste ¢ozdiiglimiiz

drnekte, m=-4.61 ve y, =[x, =—6.62 bulmustuk. Buna gore,
w=-6.62—-(-4.61)=-2.01

dir. Boylece iki normal kitle i¢in tahmini minimum ECM kuralindan,

w=-20l<In| 22 |= ln(%j —_1.10
», 0.75

oldugundan bu 6l¢iimlere sahip kadin zorunlu tastyicilar (I1,) kitlesine siiflandirilir.



