12. HAFTA

Giiven Bolgeleri ve Kitle Ortalama Vektoriiniin Bilesenlerinin Esanh Karsilastirilmasi

Cok degiskenli bir 6rneklemden sonug ¢ikarimi yapmak i¢in, tek degiskenli giiven araligi kavrami, ¢ok

degiskenli giiven bolgesine genisletilmelidir. € bilinmeyen kitle parametrelerinin bir vektorii ve ® , 8
i¢in olasi tiim degerlerin bir kiimesi olsun. Bir giiven bélgesi, uygun @ degerlerinin bolgesidir. Bu bolge

veriler ile belirlenir ve R(X) ile gosterilir. Burada X =[X,, X,,..., X ] veri matrisidir.
Orneklem secilmeden 6nce
P(Dogru @'larin R(X) de olmasi)=1-«a

ise R(X)bolgesine 1—« ’lik gliven bolgesi adi verilir. Bu olasilik dogru ancak bilinmeyen &

degerlerine gore hesaplanir.

p-boyutlu  normal kitlenin, kitle ortalama vektori 4 i¢in  giiven  bdlgesi

(n—l)pF

L ap(@)] dan elde edilir. Orneklem secilmeden &nce,

o =Pn(X - )™ (X - ) >

bilinmeyen x4 ve X degerleri ne olursa olsun

P[n(X—u)'S%X—u)s((”‘—D”F (@)]=1-a
_ <=

) p.n—p

dir. Her hangi bir 6rneklemden hesaplanan X ve S kullanilarak elde edilen

@S @< E (o)
- - (=p -

esitsizligi olas1 tiim parametre degerlerinin uzayi i¢inde olan R(X)bdlgesi ile tanimlanacaktir.

Bu durumda bolge merkezi X ’de olan bir elipsoid olacaktir. Bu elipsoid  i¢in (1-a)’lik

giiven bolgesidir.

p-boyutlu normal Kitlenin, kitle ortalama vektorii x igin (1—«a) lik giiven bolgesi, butiin  ’ler
icin belirlenen bir kiimedir.

Her hangi bir g 'in given bolgesi i¢ine dislip dismedigini belirlemek igin,

nX—p,)'S Tx- Hy) genellestirilmis kare uzakligi hesaplanir ve hesaplanan uzaklik degeri,



(n=Dp .

( ) Fons (a) kritik degeri ile karsilagtirilir. Eger kare uzakliginin degeri, kritik degerden
n-p

biytk ise, 4, gliven bolgesinin digindadir. Bu da H,: = p,"in, H,:p# p,’e Karsi testine
benzerdir. Yani giiven bolgesi biitin z, vektorlerini igerir ise 7' ® testi, a anlam diizeyinde

Hy:p=p,’, H:po# e karst reddetmeyecektir.

p=4 oldugunda, u i¢in ortak given bolgeleri grafik ile gosterilemez. Ancak giiven
elipsoidlerinin eksen uzunluklar1 bulunabilir. Bu uzunluklar 6rneklem varyans-kovaryans
matrisi $’nin ﬂ; ozdegerleri ve iliskili €, birim 6zvektorlerinden belirlenir.

-1
nE-p)S'X-p) <= ((n—)l;F ap(@)’nin  eksenleri  ve  eksen  uzunluklan
s e n—p

y) -
%c = \/Z \/ p(n-DF,, (a)/n(n—p) , ¢ birim 6zvektorii boyunca belirlenirler. X

i
n

merkezinden baslandiginda, giiven elipsoidinin eksenleri i\//ITi \/ p(n=1F, (a)/n(n-p) e,

dir. Burada Se, = /@éi , i=1,2,...,p dir. ﬂ; ’lerin oranlari, eksen giftleri boyunca uzunlugun

goreli miktarini belirleyecektir.

Ornek: 42 adet mikro dalga firmin kapagi kapali ve agik durumda oldugunda ortamdaki

radyasyon Ol¢lilmiis ve degerler asagida verilmistir. Bu drneklemin kitle ortalama vektori
H= [0.562 0.589] olan normal bir kitleden alinip alinmadigina « =0.05anlam diizeyinde

hem test ederek, hem de giiven bdlgesine gore karar veriniz ve sonucu yorumlayiniz.

Firin | Kapak Kapali | Kapak A¢ik | Firin | Kapak Kapali | Kapak A¢ik

No Y ¥ No Y Vs
1 0.15 0.30 22 0.05 0.10
2 0.09 0.09 23 0.03 0.05
3 0.18 0.30 24 0.05 0.05
4 0.10 0.10 25 0.15 0.15
5 0.05 0.10 26 0.10 0.30
6 0.12 0.12 27 0.15 0.15




7 0.08 0.09 28 0.09 0.09
8 0.05 0.10 29 0.08 0.09
9 0.08 0.09 30 0.18 0.28
10 0.10 0.10 31 0.10 0.10
11 0.07 0.07 32 0.20 0.10
12 0.02 0.05 33 0.11 0.10
13 0.01 0.01 34 0.30 0.30
14 0.10 0.45 35 0.02 0.12
15 0.10 0.12 36 0.20 0.25
16 0.10 0.20 37 0.20 0.20
17 0.02 0.04 38 0.30 0.40
18 0.10 0.10 39 0.30 0.33
19 0.01 0.01 40 0.40 0.32
20 0.40 0.60 41 0.30 0.12
21 0.10 0.12 42 0.05 0.12

Coziim: Bu verilerin dagiliminin yapilan testler sonucunda norma dagilima uymadigi goriilmiis

ve 4 dontisiimil ile normal dagilima doniistiiriilmiistiir. Doniistim ile elde edilen x, = {‘/y—1 ve

X, = (‘/y—2 degerlerine iliskin temel istatistikler asagida verilmistir.

n=42
_ X 0.564 0.0144 0.0117
X=|_|= ve S=
X, 0.603 0.0117 0.0146
bigiminde elde edilir. Buradan
H oy 0.562
""£710.589

L [0se
A7) 0,589

hipotezlerini test etmek igin

T? =n(X—14,)'S™ (X - 1) istatistigi elde edilmelidir.



o | 203.018  -163.391
-163.391 200.228

olmak uzere

T2 = 4( 0.564 | |0.562 y 203.018 -163.391 ( 0.564 | |0.562 )
- 0.603 0.589| | -163.391 200.228 || 0.603 | | 0.589
203.018 —163.391}[0.002}

=4210.002 0.014
[ ]{—163.391 200.228 || 0.014

—1.881438
=42[0.002 0.014]
2.47641
=1.298
olarak bulunur. Kritik deger
n—1 42-1)2
- Dpp (@)= p  (0.05)
(n—p) (42-2)
=2.05F, ,,(0.05)
=2.05(3.23)
=6.6215

dir. Buradan T =1298<6.6215 oldugundan H, reddedilemez ve bu 6rneklemin, kitle

ortalama vektori E' = [0.562 0.589] olan normal kitleden alindig1 sonucuna varilir.

Ayni1 sonucu giiven bolgesinden yararlanarak da bulabiliriz.

Orneklem varyans-kovaryans matrisi $’nin 6zdegerleri ve iliskili birim 6zvektorleri sirasiyla

A

A4 =0026 , ¢ =[0.704 0.710]
4,=0.002 , &, =[-0.710 0.704]

olarak bulunur. x igin %95°lik giiven elipsi x'= (g w,) nin tim degerlerini igerdiginde

_ ' A
X — U S, S X — U n—1

n|:_1 1} { 11 12} |:_1 1}3 p( )FpAnfp(a)
Xo =My | S S» X, —H, n—p

saglanmalidir. Boylece



203.018 —163.3911| 0.564 — 2(41
}{ ”1}_ @D p 0.05)

~163.391 200.228 || 0.603— 1, |~ 40
42(203.018)(0.564 — 11,)* +42(200.228)(0.603 — 11,)* —84(163.391)(0.564 — 11,)(0.603 — 11,) < 6.6215

42[0.564— 1 0.603— uz]{

elde edilir. Buradan 4'= [0.562 0.589] ‘niin giiven bdlgesinin i¢inde olup olmadigini gérmek

icin bu ,it' = [0.562 0.5 89] degeri yukarida elde edilen sonugta yerine yazildiginda
42(203.018)(0.564 —0.562) +42(200.228)(0.603 — 0.589)* —84(163.391)(0.564 — 0.562)(0.603 — 0.589) = 1.298

bulunur. Sonug¢ olarak 1.298<6.6215 oldugundan E’=[0.562 0.589] giiven bolgesinin

0.562

hipotezinin
0.589

icindedir. Bu sonu¢ da «=0.05 anlam diizeyinde Ho%il:{
{0.562

0 589} ‘e kars1 testinde H,,’in reddedilmemesiyle esdegerdir.

H :pu+

Biiyiik ve kiiciik eksen uzunluklarini yarisi sirasiyla

~ | p(n—1) B 2(41)
Ji \/—_p)Fp’n_p(a)— 0026, 07 32

n(n
—0.064
N \/MFMP((Z) = 0002 |24 5 53
n(n—p) = 42(40)
~0.018

dir ve merkezi X' =[0.564 0.603] olan elips




bi¢iminde ¢izilmistir. E' = [0.562 0.589] noktasi elipsin i¢inde yer alir.

X'=[0.564 0.603] orjin alinarak cizilen elipsin biiyiik ekseni &) =[0.704 0.710] 6zvektdrii

boyunca ve kiigiik ekseni &, = [—0.710 0.704] 6zvektorii boyunca uzanir.

Esanh Giiven Araliklar

X , N,(4,%) dagilimli bir rasgele vektor ve

Z=1X
=L X\ +LX, +..+1 X,

X rasgele vektoriine iliskin bir lineer birlesim olsun. Buradan

E(Z)=E(I'X) Var(Z) =Var(1'X)
=1l'u : =121
=K, = Gé

ve Z ~ N(uy,07)
dir.
N,(#,X) dagihmindan X, X,,..., X rasgele orneklemi alinmus ise, iligkili Z 6rneklemi lineer
bilesimlerden olusur ve
Z,=1X,

=11X1]. +12X2j +...+Ipo. , j=12,..,n

J

dir. Buradan Z,’lerin gozlem degerleri z),z,,...,z, lerin Orneklem ortalamasi ve varyansi

sirasiyla

dir. Burada X ve §, X.X,,....X, gozlemlerinin 6rneklem ortalama vektorii ve orneklem

varyans-kovaryans matrisidir.



Esanli giiven araliklari, /’nin farkli segimlerine gore [’ A igin given araliklarinin elde

edilmesidir. [ sabit ve o bilinmediginde, w1, = I' 4 i¢in (1—a)’lik giiven aralig1

Cz-u, Nn(I'E-I'p

BN RN 7]

olan t-degerine baglidir ve

s s
z—t (a/2)—E<u, <z+t (a/2)—%
n—l( )\/; Hy n—l( )\/Z
veya
I's—t (a/2) lSLs_’;_mlzm,l(aﬂ) Lo

Jn
dir, burada ¢, (a/2), n-1 serbestlik dereceli z-dagiliminin (/2) inci yiizdeligidir.

Kitle ortalama vektorii 4 niin farkli bilesenleri i¢in giiven araligi elde edilebilir. Ornegin

I'=(1 0 ... 0)alindiginda, [’z = g, dir ve bu durumda tek degiskenli normal dagilimli bir

kitlenin, ortalamasi g i¢in giiven arahigi elde edilmis olur. /' X=x, ve ['SI=s, dir. Acik¢a
farkli [ katsay1 vektorlerinin segilmesiyle, her biri (1-«) lik giiven katsayst ile iliskili 4 niin

bilesenlerine iliskin bir ¢cok giiven aralig1 elde edilebilir. Ancak birlikte alinan biitiin durumlar

icin iliskili gliven katsayis1 (1—«) degildir.

XX, ,---X, gozlemleri ve 6zel bir [ verildiginde, giiven araligi /' A degerlerinin bir kiimesidir,

syle ki

veya esdeger olarak

o XTI n((X-p)

<t (al2
51 g

dir.



t*, I ’nin tiim segimleri i¢in oldukea kiigiik bir deger olabilir. Bu nedenle, / *nin bir cok degeri
(segimi) i¢in araliklar olusturuldugunda ¢’ (a/2) sabiti daha biiyiik bir deger olan c’ile yer
degistirir. #* <¢” icin, #*’yi maksimum yapan [ degeri

n(I'(X-p)’

max #> = max
L L I'SI

ifadesi maksimum olacak sekilde belirlenir. Onceki boliimlerde verilen maksimizasyon teoremi

g0z oniine alindifinda, x =1, d =(x— ) ve B=S alinrsa
n(l'(X-p)’ (I'(X-p)’
max ————=—=p|max ————
L IS L ISl

=n(X—-p)S™(X-p)
=72

dir. Maksimum, S~'( X — 4)’ye orantili / igin olusur.

Sonug: X, X,,...X , pozitif tamml ¥ ile N, (4 X) dagilmindan rasgele bir 6rneklem

olsun. Boylece biitiin / bilesenleri i¢in esanli aralik

)i z—\/p(”—‘”Fp (@) ISL, T z+\/MFP (@) ISL
n(n—p) " n(n—p) "

(1-a) olasiligr ile ['s’yii igerir.

Ispat: Her [ icin,




dir. ¢* = p(n—l)
(n—p)

F,, (@) secilmesiyle | —a = P(T > <) olasiligi ile biitiin [ ’ler igin verilen

arhik /' M’y igerecektir. Buaralik u ortalama vektdriiniin / ile belirlenen bilesenleri i¢in aralik

Verir.

Bu sonucgtan elde edilen esanli araliklar, aralifi iceren olasiik 7°’nin dagilimma gére

belirlendiginden, T* araliklar1 olarak adlandirilir. Eger [ bilesenleri, [ '=[1 0o - O],

L':[O I - O] y e L'z[O 0o - 1] biciminde segilir ise, 7° araliklar sirasiyla

(i o [
L A YN

)?p \/?(ﬂ 1) pnp( )\/7 < \/?(” 1) pnp( )\/7

araliklarinin hepsi (1 —«) giiven katsayisi ile esanlilig1 saglar.

L':[ o - L 0 - = - 0 ] alindiginda, 'y =g, —p, farkina iliskin
esanli aralik elde edilir. Burada /X =(x,-X,) ve ['S] =s,—2s, +s, dir. Boylece p —pu,

farkina iligkin esanli gliven araligi,

%) \/p(n Dp (@ \/S—ZS—H )< G-m)r 2O g \/s,.,.—zs,.k+skk
n (n—p) n

olarak elde edilir.

Ornek: n =87 6grencinin seviye tespit sinavina( X, ) ve iki farkli yeterlik testine( X, , X,)

iliskin puanlar1 agagidaki gibidir. Puanlar1 dagiliminin normal oldugu bilinmektedir.

Ogrenciler | x, X, X,
1 468 41 26
2 428 39 26

3 514 53 21




87 607 67 32

s iy o 1 Ve (+ 1) icin %95°1ik esanl giiven araliklarini elde ediniz.

Coziim: Verilerden temel istatistikler

x| [527.74 s, S, S| [5691.34 600.51 217.25
X=|% |=| 5469 |ve S=|s, s, 5,|=| 60051 12605 23.37
x| | 2513 Sy Sy Sy | | 21725 2337 23.11

olarak bulunur.

1-a=0.95 ve a =0.05 olmak tizere kritik deger

o= p(n—1)
(n—p)
3(87-1)
©(87-3)
_3(86)
Y
=8.29

F o p ()
F}4,(0.05)

2.7)

dir.
Buradan ,it' = [ J7 7S /13] ‘niin bilesenleri i¢in esanl araliklar asagidaki gibi elde edilir.

I'=[1 0 0] almir ise,

H
L'_=[1 0 0] 75
Hs

=H

olur ve buradan g i¢in esanli giiven aralig1

527.74 5691.34 600.51 217.25][1
IT=[1 0 0] 54.69 v I'SL=[1 0 0] 600.51 126.05 2337 ||0
25.13 217.25 2337 23.11 ||0

=527.74 =5691.34

olmak tizere;



X - \/( . ) pn p( )w’ \/ - ) pnp( )
527.74-+/8.29 569817'34 <p < 527744829 569817-34

504.45< g, < 551.03

olarak elde edilir.

l'=[0 1 0] alinir ise,

Hy
u=[0 1 0] u

Hs
= /uZ

olur ve buradan 4, i¢in esanl giiven aralig

527.74 569134 600.51 217.25][0
I=[0 1 0] 54.69 v I'SI=[0 1 0]| 600.51 126.05 2337 |1
25.13 21725 2337 2311 |0

= 54.69 =126.05

olmak iizere;

T [ s [T

54.69-+/8.29 1286&05 <u, < 54.69++/8.29 %

51.22< 1, < 58.16

olarak elde edilir.

1'=[0 0 1] almr ise,

H
Pu=[0 0 1]l u

s
= ﬂ3



olur ve buradan 4, i¢in esanli gliven aralig1

527.74 569134 600.51 217.25][0
15=[0 0 1] 54.69 v I'SI=[0 0 1]| 600.51 126.05 2337 |0
25.13 21725 2337 2311 |1

=25.13 =23.11

olmak iizere;

5— 20D pn=1)
X3 — \/(n— ) Pn p( )\/7 x3+\/(n_ ) pn p( )\/7
25.13-/8.29 22'7“ <p, < 251344829 _2-;'7“

23.65< i, < 26.61

olarak elde edilir.

L'z[l 1 1] alinir ise,

H

L’,t_z=[1 1 1] U,
Hs

=Mt

olur ve buradan g + u, + 1, toplami i¢in esanl giiven aralig1

527.74 5691.34 600.51 217.25][1
IT=[1 1 1] 54.69 e I'SI=[1 1 1]| 600.51 126.05 23.37 ||1
25.13 217.25 2337  23.11 |[1

=607.26 =7522.76

olmak tizere;

L

|><T

(n—p) (n—p)
607.56—+/8.29 75227'76 <(py + pt, + 1) < 607.56+~/8.29

580.7864 < (14, + 1, + ;) < 634.333357

Jp(” Dp (@ )J LS < s L’z+\/”(” Vr (@ )J LSL

7522.76

olarak bulunur.



Birerli ve Esanh Giiven Araliklarinin Karsilastirilmasi

Giiven araliklarinin elde edilmesi i¢in alternatif baska bir yontem, kitle ortalamast x 'niin
bilesenleri , , (i=1,2,..., p)’leri birerli distinmektir. [’z i¢in olusturulan esanl giiven

araliginda / ':[0 e 0 L0 - O]almabilir, burada / =1 dir. Bu yaklasim, p-tane

rasgele degiskenin kovaryans yapisin1 géz ardi eder. Yani rasgele degiskenlerin iliskisiz

oldugunu kabul eder. Bu durumda L'z[l o -- O], L':[O 1 - 0] y e

1l ’:[ 0O 0 - 1] biciminde alindiginda araliklar,

%1, (@ /D < < F 4, (o) 2),
n n

= 52 = S2

X, —t, (a/2),[* <u <X, +tn_1(05/2)‘/—
n n

s [s
x,—t, (a/2) f <u, <X+t (al2) f

bi¢iminde elde edilir. Buradaki 7 inci araligin g, , (i=1,2,..., p)’leri igeren araliklardan biri
olmas1 olasiliginin (1-¢«) olmasim drneklemden 6nceden bilmemize ragmen, genelde y, ’leri

iceren biitlin araliklarin olasiliklarini kesinlikle bilemeyiz. Bu olasilik (1—«)degildir.

Bu problemi biraz agmak i¢in, rasgele degiskenlerin varyans-kovaryans matrisi

o, 0 - 0

0 o 0
= .

0 0 o

olan ortak normal dagilima sahip oldugu 6zel durumu goz 6niine alalim. Varyans-kovaryans
matrisi incelendiginde rasgele degiskenlerin bagimsiz oldugu goriilmektedir. Boylece her hangi
bir degisken ilizerinden alinan gozlemler, diger degiskenler iizerinden alinan goézlemlerden
bagimsiz oldugundan, bagimsiz olaylar i¢in c¢arpim kurali uygulanabilir ve orneklem

secilmeden Once



P(u,'leri igeren birerli t araliklarinin hepsi)=(1-a)(1-a)...(1-a)
=(1-a)’

dir.

Ornek: (1-a)=0.95 ve p =6 oldugunda, esanl araliklar ile r-araliklarimi karsilastiriniz.

Coziim: (1-a)=0.95 ve p=6 oldugunda, (1-a)” =(0.95)° =0.74 diir. (1-a) olasihiginm
bilesik ortalamalarin biitiin durumlarinda esanliligin gegerliligini garanti etmesi i¢in, bireysel

araliklar, ayrilmis 7 - araliklarindan daha genis olmalidir. Bu genislik p, n ve (1-«) ya baghdir.

n

(1-a)=095, n=15 ve p=4 igin birerli ve T*(esanl1) araliklardaki ifadesinin

carpanlari sirastyla,

\/"(”‘I)F L@ =\/—4(15 V., (0.05)

(n—p) (15-4)
_ [404)
_J—Tr433@
=4.14

Ve

t, (al2)=t,,(0.025)
=2.145

dir. Sonug olarak esanli (7?) araliklari, birerli (£) araliklarindan

(4.14-2.145)

=0.93 vyani %93 daha genistir.
2.145 yant 7o genist



Tablo: Birerli t-araliklar ile 7> araliklarinin segilen n ve p , (1—a) = 0.95 degetleri i¢in kritik

degerleri
n t, ,(0.025) \/ 1(9:1_ pl)) F,, ,(0.05)
p=4 p=10
15 2.145 4.14 155
25 2.064 3.60 639
50 2.010 331 505
100 1.970 3.19 Y3
0 1.960 3.08 158

Tablodan, 77 araliklarinin, t-araliklarina gore n sabit ve p artiginda artmakta ve p sabit, n

artiginda azalmaktadir.



