13. HAFTA
Kitle Ortalamas1 Hakkinda Biiyiik Orneklem Sonu¢ Cikarimlari

Orneklem capi biiyiik oldugunda, normallik varsayimlari saglanmasa da 4 i¢in hipotez testleri

ve giiven bolgeleri olusturulabilir. Orneklem ¢ap1 n degeri biiyiik oldugunda, 6rneklemin

alindig1 kitlenin dagilimi kesikli olsa da, kitle ortalamasi i¢in sonug ¢ikarimi yapilabilir.

Biiyiikk 6rneklemin avantaji, sadece drneklem ortalama vektorii X ve orneklem varyans-
kovaryans matrisi S gibi temel istatistiklerin kullanilmasi ile kaybolan orneklem bilgisini
dengeler. Diger taraftan X ve S istatistikleri normal kitleler igin yeterli istatistikler

oldugundan, dagilim ¢ok degiskenli normal dagilima yakin oldugunda sonu¢ ¢ikarimlarinda

daha etkin 6rneklem bilgisinden faydalanilacaktir.

4 hakkindaki biitiin buytik 6rneklem sonug ¢ikarimlar v dagilimma baglidr.

(X—;_z)'(%) (X-m)=n(X-pys™(X-p)

ifadesinin dagilimi yaklasik olarak p serbestlik dereceli y°’ dir. Buradan
Pin(X-p)S (X - < zh@)=1-a
dir.

Sonug: X, X,,...,X,, ortalama vektdrii # ve pozitif tanimli varyans-kovaryans matrisi X olan
bir kileden rasgele bir 6rneklem olsun. n ve (n— p) biiyik oldugunda, H,, : u = g, hipotezinin,

H, : u# u, hipotezine karsi  anlam diizeyli yaklagik testinde
n(X-p)'S (X-p)> x,(@)
ise H,, hipotezi reddedilir.

Bu test daha 6nce normallik varsayimi saglandiginda verilen 77 =n( X — H)'S’l()__( —H)

istatistigi ile karsilagtirildiginda, test istatistiklerinin yapis1 ayn1 ancak kritik degerler farklidir.

n ve (n— p) yeterince biiylik oldugunda, bu iki kritik deger yaklasik ayn1 olacaktir.



Sonug: X, X,,...,X,, ortalama vektdrii # ve pozitif tanimli varyans-kovaryans matrisi X olan

bir kileden rasgele bir 6rneklem olsun. n ve (n— p) biiyiik oldugunda,

, I'SI
I'X+\x(a) ==

aralig1 (1-a) yaklasik olasihigi ile her [ igin /' Ayl igerir.

Sonug olarak (1—e«)’lik esanli giiven aralig1 ifadeleri

_ 5 s e
X 47, (@) ﬁ 4, '1igerir
X, iJ;(f,(a)‘ /% < i, 'yl igerir

_ /s L
xpi,/;(;(a) f <u,'yiigerir

olarak elde edilir. Bununla birlikte, her (z,x,) ; i,k =1,2,..., p ¢ifti i¢in 6rneklem ortalama

merkezli elipsler

= - Si Sik B X, — M 2 s
X =y %=y _ < yo(@), (4, 14,) y1 igerir.
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Ornek : Bir miizik greticisi Fillandiya’daki, Finli 6grencilerin yerli miizik aliskanliklarini
arastirmistir. 12 yasindaki 96 Finli 6grencinin 7 degiskene iliskin gézlem degerlerine ait temel

istatistikler asagidaki gibidir:

] s
X, :Ezgi, Hava 28.1 5.76
X, :Ses uyumu 26.6 5.85
X, :Tempo(tarz) 354 3.82
X, :Olgii 34.2 5.12
X, :Deyim kurma tarzi 23.6 3.76
X, :Denge 22.0 3.93
X, :Stil 22.7 4.03




Bireysel x4, , i=1,2,...,7 ortalama bilesenleri i¢in %90 esanl1 giiven araliklarini elde ediniz.

Coziim : Burada 1-a =0.90 ve a =0.10 olur. Boylece %90 esanl giiven sinirlar

X +4/£2(0.10) \ﬁ i=12,..,7
n

ifadesinden elde edilir. Burada y2(0.10) =12.02 dir. Esanli giiven araliklar1 sirasiyla,

5.76

J96

4, igin; 26.6++/12.02 % veya 24.53< 1, <28.67

5%

M, igin; 35.4++/12.02 % veya 34.05< u, <36.75

N

4, icin; 34.2++/12.02 % veya 32.39< 1, <36.01

NG

3.76

Jo6

M, 1cin; 22.0++/12.02 393 veya 20.61< p, <23.39

J96

4 igin; 22.7+£+/12.02 403 eva 2127 < p, <24.13

Jo6

4, icin; 28.1++/12.02 veya 26.06 <y, <30.14

s igin; 23.6++/12.02 veya 22.27 < u, <24.93

bi¢iminde elde edilir.

Amerikal1  6grencilerin  yerli  miizik  aligkanlarina  iligkin  ortalama  vektor
o =[31 27 34 31 23 22 22] olmak tizere, Finli ve Amerikali 6grenciler arasinda

fark var midir?

Amerikali 6grencilerin 4, ortalama vektdriiniin Ezgi, Tarz ve Olgii bilesenleri, Finli 6grenciler

icin elde edilen araliklarin disinda kaldigindan; Amerikali ve Finli 6grencilerin miizik

aliskanliklar: farklidir.



Iki Cok Degiskenli Kitle Ortalama Vektoriiniin Karsilastirilmasi
Bu kisimda iki bagimli ve iki bagimsiz kitlenin ortalamalar1 karsilastirilacaktir.
Bagimh iki Cok Degiskenli Kitle Ortalamasinin Karsilastirilmasi

Bagimli iki kitlenin karsilagtirilmasina dnce-sonra veya es karsilagtirma da denmektedir. p
boyutlu X rasgele vektorii icin 2 deneme(dnceki ve sonraki) ve n tane deneysel birim

s6zkonusudur. Buradan j inci birim i¢in iki bagiml kitleye iliskin veri yapis;

X,,; 1 inci deneme, 1 inci degisken

X,,; 11 inci deneme, 2 inci degisken

1, - 1 Inci deneme, p inci degisken

21, -2 Inci deneme, 1 inci degisken

X, ; 2 inci deneme, 2 inci degisken

X, .:2 inci deneme, p inci degisken

2pj
bicimindedir ve p tane es karsilastirmaya iliskin rasgele degiskenler

Dlj :an -X

21
D2j :XIZj _X22j
Dpj :lej _X2pj

olarak elde edilir.

D/ =[D,.D,,....

D

p]} olsunve j=1,2,...,n icin



E(D))=9

S

ve
Cov(D;) =%,
oldugu kabul edilsin. Eger X ~ N, (4,X) ise, D, ~ N, (9,%,) dir. Buradan D,D,,...,D,,

N,(9,%,) "den bagimsiz rasgele vektorler ise, 0 ortalama farklari vektorii hakkinda sonug

cikarimlar1 7 istatistigine gore yapilir.

Sonu¢: D, D,,...,D, farklari, N (J,Z,) kitlesinden rasgele bir rneklem olsun. Buradan ¢ ve

2, ne olursa olsun

T* =n(D-8Ys;' (D-8)- " VPR
(n-p)

dir. Normallik varsayimi saglanmadiginda  ve (n— p) ’ nin her ikisi de yeterince biiyiik ise 7

n

1 & — —,
2.D; ve S, =——> (D,=D)D,~D)
Jj=1

J=1

istatistiginin dagilimi yaklasik ;(f, *dir. Burada D =

IS |~

farklara iliskin 6rneklem ortalama vektorii ve 6rneklem varyans-kovaryans matrisidir.

D,,D,,,...D, fark rasgele degiskenlerinin gozlem degerleri
d =|d, dy, - d,],j=12,..no0lsun. D,~N,(J%,) oldugunda

H,: 0=0

H:0#0

hipotezinin testi i¢in eger

T-nd's'd >%Fp,np(0!)
n-p

ise H, hipotezi reddedilir. Burada, d ve S,, D ve S, tahmin edicilerinin 6rneklemlerden

elde edilen degerleridir.



Bununla birlikte J ortalama vektoriin o, , i=1,2,..., p bireysel ortalama farklar1 i¢in (1-«)

’lik esanli giiven araliklar

2

_ — S
S ii\/l()(n 1))Fp,np(a) o si=b 2

n—p n

. Jon - 7 C . . 2 .. . g
ile verilir. Burada d;, d ’nin i inci eleman1 ve s, , S, 'nin i inci diagonal elemanidir.

W

p(n—1)

nve (n— p)’ nin her ikisi de yeterince biiylik ise F,, (@)= ;(; (a) dir ve bu durumda

normallik varsayimlarina ihtiyag¢ yoktur.

Ornek: (Alpar, 2009). Bir ¢ocuk gelisim uzmam A gibi bir hastaliga yakalanan gocuklarin
kavrama ve denge diizeylerini verilecek bir egitimle degisecegini iddia etmektedir. Bu amacla
A hastaligina yakalanan ¢ocuklardan 21 tanesini rasgele secerek kavrama denge diizeylerini
hem egitimden Once, hem de egitimden sonra gozleyerek asagidaki degerleri elde etmistir.
Egitimin etkili olup olmadigin1 %5 anlam diizeyinde gore test ediniz. Eger farklilik var ise

farklilig1 yaratan bileseni belirleyerek, tiim sonuglarinizi yorumlayiniz.

Egitimden Once Egitimden Sonra Farklar
Kavrama | Denge | Kavrama | Denge
Birimler (%) (x,;) (xy;) (X;) | dyy =X =%y; | dyy =X, — Xy,
1 25 2.0 26 23 -1 -0.3
2 22 22 22 1.6 0 0.6
3 28 2.7 29 3.0 -1 -0.3
4 35 2.7 39 33 -4 -0.6
5 37 3.0 36 4.1 1 -1.1
6 48 1.0 51 1.7 -3 -0.7
7 49 2.7 48 33 1 -0.6
8 36 1.8 36 2.0 0 -0.2
9 42 2.0 43 24 -1 -0.4
10 40 3.4 42 2.9 -2 0.5
11 40 1.6 43 2.0 -3 -0.4
12 32 2.1 33 2.2 -1 -0.1
13 30 2.2 34 3.0 -4 -0.8




14 28 0.9 31 1.3 -3 -0.4
15 26 1.8 28 24 -2 -0.6
16 34 1.2 36 2.1 -2 -0.9
17 38 1.6 40 2.6 -2 -1.0
18 40 1.8 41 2.5 -1 -0.7
19 43 2.0 45 2.5 -2 -0.5
20 35 2.1 36 2.7 -1 -0.6
21 43 23 44 2.9 -1 -0.6
Coziim:
H,:5=0
H:0+#0

olmak tzere Oncelikle

degeri elde edilmelidir. Bunun i¢in farklara iliskin 6rneklem degerleri

7 ~1.524 [1.9619 0.0810
|-0462|° 7Y 10.0810 0.1765

N , 10.519554 -0.23844
olmak tizere S, = 023844 577515

olarak bulunur. Buradan,

T2 =n d! S71 (/_7
0.519554 —0.23844 |[ -1.524
=21[-1.524 —0.462]
—0.23844 577515 || -0.462
~1.524
=21[-0.68164 —2.30473]
~0.462

=44.17

p=2,n=21 ve a=0.05 i¢cin tablo degeri

F,,  (a)=F,,(0.05)
=3.52

dir ve buradan kritik deger



pn—-1) _2(21-1)
n=p) F,, (@)= 21-2) (3.52)
=7.41

olarak bulunur ve

T?=44.17>7.41 oldugundan H , hipotezi reddedilir ve egitim ydnteminin etkili

oldugu sonucuna varilir. Hipotezin reddine sebep olan bilesenin yani egitimin kavrama ve

denge diizeylerinin her ikisinde mi, yoksa sadece birinde mi etkili olup olmadigini gérmek i¢in

J ’'nin bilesenleri olan 6, ve &, ortalama farklar igin %95°lik esanli giiven araliklar1 elde

edilmelidir. Buradan;

5:(@ iJMFM_,,(a) Ji)
(np) " p

(—1.524++/7.41 %)

(-2.356 ; —0.692)

Ve

5, :(Jzi\/p(”_l) F,, (@) \/i)
(n—p) n

(—0.462£~/7.41 0‘127165 )

(-0.716 ; —0.213)

dir. o, ve o, ortalama farklar i¢in elde edile giiven sinirlar1 incelendiginde, araliklarin her ikisi
de H, hipotezinde iddia edilen “0” degerini icermemektedir. Bu da A, hipotezinin

reddedilmesine her iki bileseninde sebep oldugunu gostermektedir. Yani A hastaligina
yakalanan c¢ocuklara verilen egitim, ¢ocuklarin kavrama ve denge diizeylerinin gelismesini

saglamistir.



