14. HAFTA
Bagimsiz iki Cok Degiskenli Kitle Ortalamasimin Karsilastirilmasi

Bagimsiz iki ¢ok degiskenli kitlenin ortalama vektorlerinin esitligi, tek degiskenli iki kitlenin
ortalamalarinin karsilastirilmasina benzer bicimde yapilabilir. Burada

=t (veya p,—p, =0) olup olmadifr test edilecek. Eger esitlik dogru degil ise yani

M # py(veya p —p, # 0) ise, hangi ortalama bilesenlerinin farkli oldugu aragtirilacaktir.

Veri yapilarina iliskin bazi varsayimlar s6z konusudur.

X, XX, Ve X, X5, X, Orneklemleri sirasiyla ortalama vektorleri g, ve u,,

varyans-kovaryans matrisleri X, ve X, olan p-boyutlu bagimsiz rasgele 6rneklemler olsun.

n, ve n, kiiciik oldugunda, her iki kitlenin ¢ok degiskenli normal ve varyans-kovaryans
matrislerinin esit (£, =X,) olmasi varsaymmimin da olmasi1 gerekir. Ancak X, =%, olmasi

varsayimi, tek degiskenli durumdaki iki varyansin esitligine gore daha gii¢lii bir varsayimdir.

tane kovaryans ciftinin esit oldugu saglanmalidir.

Burada p tane varyans ve @

2, =2, =2 oldugunda, her iki kitleden elde edilen orneklemlere bagli olarak X ’nin

orneklemlerden elde edilen birlestirilmis tahmin edicisi

— (nl _I)Sl+(n2 _1)52

S =
pooled I’ll + n2 _ 2
dir. Burada
DX, = X)X, =X
S_ = =l N l: 1,2

1

n,—1
2. ’nin tahmin edicisidir.

H, @y — u, = 8, hipotezi test edilmek istensin.

E()__(1 _Xz):E(X1)_E(X2)
=H K



Cov(X, ~ X,) = Cov(X,) + Cov(X,) ~2Cov(X,. X,)
= Cov(X,)+ Cow(X,)
1 1

=—2X+—2X
n n,

= (i+i)z

n,.n,

dir. Burada bagimsizliktan dolayr Cov(X,, X,) = 0dr.

S

pooted » 2 TN bir tahmin edicisi oldugundan, (i+nL)S ooled 42 (i+L)Z ‘nin bir tahmin

noon noonm
edicisidir.
Sonu¢: X, X,,... X, , N,(4,2) ve X,,X,,...X,, . N,(4,%)dagilimlarindan alinan

bagimsiz rasgele 6rneklemler olsun

Ho3!_11_,£12=9
H13ﬁ1_,ﬂz¢9

hipotezinin testi i¢in test istatistigi

T’ :I:(Xl _X2)_(El_£l2)j|’ |:(ni"'ni

)Spooled:| I:(Xl - )__(2) - (El_ﬁz)]

dir ve bu istatistigin dagilimi

T2 - (m+n,-2)p
(n,+n,—p-1) Pty =p-l

dir. Buradan,

o= (n,+n,=2)p F
(n,+n,—p-1) "

+ny—p-1 (a)
olmak iizere eger T° > ¢’ olur ise H, hipotezi reddedilir. Ayrica

P[[(Xl _X2)_(£1_£2)], {(ni-i_nL

2

)Spgozgdi| [()__(1 _)__(2)_(/_11_&’2)} <c’ |=l-a

dir.



Ornek: iki farkli yontemle imal edilen sabunlardan 50°ser adet kalip rasgele alinmis ve
sabunlarmn kopiik (X ,) ve yumusaklik (X ,) degerleri gozlenmistir. Bu gozlemlerden temel

istatistikler

~ 1831 (102 21 21
=g T 500 ST 6] YT 4

olarak elde edilmistir. Bu iki 6rneklemin alindigi kitlelerin normal ve Varyans-Kovaryans

matrisleri esit oldugu varsayimlar: altinda;

a) iki kitle ortalamasinin esit olup olmadigini %95 giivenle test ederek, sonucu
yorumlayiniz.

b) w — p, farkiicin %95°lik giiven bolgesini elde ederek, a) sikki ile karsilagtiriniz.

Coziim:
a)
Hy:py—p, =0
Hypyy—p, 70

Hipotezinin testi i¢in

T =[& —XJ—(/_A-A_@)T {(ni+nL

2

)Spaoled:| I:(Xl -X,)- (,1_11—,51 2)]

degeri elde edilmeli.

_ -1.9 2 1
§1 _§2 = 0 2 H Spoolea’ = 1 5 ve

11 BRI
—+—)S = (—=+—
|:(I/l1 ]/12) pooled:| |:(50 50)|:1 5:|:|
-25
15
C25[5 -1
T 9|-1 2
[13.889 2778
1 -2.788 5.556



olmak tizere test istatistiginin degeri

I [19 02]{13.889 —2.788}{—1.9}

-2.778 5.556 || 0.2
=52.47

olarak bulunur ve kritik deger

02 — (nl +l’l2 —2)p

(nl +I’12 —p—l) P
(50+50-2)2

- (50 +50-2— 1) F2,50+507271 (005)

98x2
=57 [0 (005

+ny—p—1 (a)

= (2.0206)(3.1)
=6.26

olmak uzere
T?=5247>c*=6.26

oldugundan H, hipotezi reddedilir. Iki farkli ydntemle imal edilen sabunlarin képik ve

yumusaklik degerleri arasinda fark vardir.

b) S

pooled

h 5305, 41697, &~ 02907 . [ 0957
T AT 87 9571 YO 2T Jp.200

matrisinin 6zdegerleri ve birim 6zvektorleri sirasiyla

olarak elde edilir. Buradan giiven elipsinin eksen uzunluklarini yarist,

Ji e be iz

nn

dir. Boylece

1 1., 1 1
—+—)c” =(—+—)(6.26
G e = Gt 5g)6.26)

=0.25

olmak tizere; elipsin biiyiik ve kii¢iik eksenlerin uzunluklarini yarisi sirasiyla



Ji i+ bye = 453034025
n,.n,
~1.15

Ve

VA (i+i)c2 =+/1.697/0.25
n,n,
=0.65

olarak bulunur. Buradan giiven elipsi

L A i

T

{'{) +
- o - A
L " _',;/‘//l"'//“A
10 ; . _
0 @é}”‘[
“lod /4/ /"L/%n /7<(‘L W '

ot AN Nl denle 3eG\)
\\.

£ ,.wﬁ" an 7 -‘/ A‘——/,/\/ f/a

bi¢iminde elde edilmis olur. g —u, =0 degeri elipsin i¢inde olmadigindan hipotez reddedilir.

Ancak elips incelendiginde ikinci bilesen olan yumusaklik i¢in iki farkli yontemle imal edilen
sabunlar arasinda fark olmadigi(“0” 1 igeriyor), ancak birinci bilesen olan kopiik i¢in iki farkl
yontemle imal edilen sabunlar arasinda fark oldugu (“0” 1 igermiyor), sonucu elde edilmistir.

Yani ikinci yontemle elde edilen sabunlarin daha ¢ok koptirdiigii sdylenebilir.

Esanh Giiven Araliklar:

H,:p —p, =0 hipotezinin, H,:u —u, #0 hipotezine karsi reddedildiginde, redde sebep

olan bileseni bulmak i¢in, 4 — u, fark vektoriiniin bilegenleri i¢in elde edilen esanli giiven



araliklarina gore karar verilebilir. Bu esanli giiven araliklari, ortalama vektorlerin farklarinin
tiim olasi lineer bilesimleri goz oniine almarak elde edilir. Orneklemlerin alindig kitlelerin

ortak varyans-kovaryans matrisine sahip ¢ok degiskenli normal oldugu kabul edilsin.

(n +n,-2)p
(nl + nz -p _1) p.my+ny—p-1

L'()_?l - XZ) T c\/i’ (i + Lj Spooled L

n,n,

Sonuc: (1—a) olasihigi ve ¢ = () biitiin [ vektorleri igin

ifadesi, '(4, —p,)’ yi igerecektir. Ozel olarak g, — i,

()?U _XZI)iC\/(l+Lj Sil,pooled s i:1929"'9p

n.n,

araliginin iginde yer alir.

Ornek: Belli bir bolgede evler klimali olup olmadiklarma gore iki gruba ayrilmistir. Bu iki
grubun varyans-kovaryans matrisleri ayni1 olan ¢ok degiskenli normal dagilima sahip oldugu
bilinmektedir. Klimali evlerden rasgele secilen 45 ve klimasiz evlerden rasgel secilen 55 evin

Temmuz ayinda tiikettikleri elektrik miktarlarina iliskin yogun saatlerde tiiketilen toplam

elektrik miktar1 (X, ) ile yogun olmayan saatlerde tiiketilen toplam elektrik (X, ) miktar olmak

tizere iki farkli zaman diliminde alinan gozlem degerlerine iligkin temel istatistikler asagida

verilmigtir:

_[204.47 _ [130.0 13825.3 23823.4 8632.0 19616.7
X = = = =
= 1556.6|° 7 [355.0]7 ' [23823.4 731074 > 119616.7 55964.5

Ortalama bilesenleri farklari i¢in %95°lik esanli gliven araliklarini elde ederek, yorumlayiniz.

Coziim: Burada oncelikle varyans-kovaryans matrislerinin esit olup olmadiginin arastirilmasi
gerekir. Ancak uygulama amach esit oldugunu kabul edilirse, birlestirilmis 6rneklem varyans-

kovaryans matrisi



— (nl _1)S1 + (I’l2 _1)S2

S

pooled n, +n2 _9
[10963.7 21505.5
"~ 121505.5 63661.3
ve kritik deger

2 _ (n,+n,-2)p
(n+n,—p-=1) ™"

_ (45+55-2)2
(45+55-2—1) *¥=

98)2
:% 207(0.05)

¢ +n,—p—1 (a)

1(0.05)

=(2.02)(3.1)
=6.26

dir.
Burada amag

Ho3!_11_,£12=9
H13ﬁ1_,ﬂ2¢9

hipotezlerinin testini esanli giiven araliklarindan yapmaktir. Bunun igin

| M Ty
P =
My — Hoy

bilesenleri i¢in esanli giiven araliklarina bakmak gerekir.

. 1 1
My — 161 (X — X)) + C\/{_+_j S11, pooled

n,.n,

£ (204.4-130.0)£+/6.26 \/(4%%—15) (10963.7)

:(21.7; 127.1)

veE



. 1 1
Ly = fyyigin: (X, —X,,) e [l —+— 892, pooled
n,.n,

£ (556.6—355.0) £/6.26 \/(—+—j(63661 3)

: (74.7 ; 328.5)

olarak elde edilir. Her iki aralik da hipotezde iddia edilen “0” degerini igermediginden hipotez
reddedilir. Yani klimali ve klimasiz evlerin tiikettigi elektrik miktar1 arasinda fark vardir ve bu
farklilik hem yogun saatlerde hem de yogun olmayan saatlerde tiiketilen elektrik miktarinin her

ikisi i¢in de s6z konusudur.

Gliven elipsine gore de ayni sonuca elde edilir. Bunun i¢in birlestirilmis 6rneklem varyans-

kovaryans §,,,,, matrisinin 6zdegerleri ve iligkili birim 6z vektorleri sirasiyla

A =713235, 4, =3301.5, ¢ 0336\ o _| 0942
- S 09042] YC 27| 20336

olarak elde edilir. Buradan giiven elipsinin eksen uzunluklarini yarisi, sirasiyla

JAi (— —)c _ /713235 \/(4i+4—j(626)
1343

Ve

Ji e De = 330155, L+ L s.26)

2

n, n, 45 45
289

olarak bulunur. Buradan z, — u, farki igin giiven elipsi



S Sl
:! ,_0 ~ L, J

D N 200 209

olarak elde edilir. “0” degeri elipsin iginde yer almadigindan hipotez reddedilir. Farkliligin hem

yogun hem de yogun olmayan saatlerden kaynaklandigi sekilde goériinmektedir.

Varyans-Kovaryan Matrislerinin Farkhi olmasi1 (I, #%,) Durumda Bagimsiz iki Kitle

Ortalamasimin Karsilastirilmasi

¥, #%, oldugunda iki kitle ortalamasi farki igin T ye benzer bir test istatistigi kullanilabilir,
oyle ki bu istatistiin dagilimi bilinmeyen X, ve X, ’ye bagli olmasin. Kitle varyans-kovaryans

matrislerinin esitligi Bartlet testi ile yapilabilir.
Varyans-Kovaryan Matrislerinin Esitlik Testi
Bu kisimda sadece Bartlet testinin uygulamasi verilecek. g tane kitlenin oldugunu kabul edelim.

Hy:% =%,=..=%,

H, : En az bir varyans-kovaryans matrisi digerlerinden farklidir

Buradan H|, hipotezinin dogrulugu altinda, birlestirilmis 6rneklem varyans —kovaryans matrisi



2 (n,=1S,

S= k=1

i(nk -1)

S

pooled =

ile verilir. {lgili test istatistigi (BoxM)
g g
M =Y (n,=D)In(S)-D(n, —1)In(S,))
k=1 k=1

Ve

— 2p°+3p-1 & 1 1
T 6(peDe=D|“Z -1 &
(P )(g ) k=1 (nk ) Z (nk _ 1)
k=1

olmak iizere test istatistigi MC~' yaklasik olarak %( g—-1)p(p+1) serbestlik dereceli Ki-kare

dagilir. Yani MC™' ~ y; dir. Buradan

E(g—l)p(pﬂ)

MC™ > 2 (a)

S(e=Dp(p+)
ise H, hipotezi reddedilir.

Eger n,=n,=...=n, ise

oo (2P +3p-D(g+D)
6(p+1)(g(n-1)

bigiminde elde edilir.

Ornek: g=2 ve p=3 olan iki bagimsiz kitleden alinan n, =26, n, =24 birimlik rasgele

orneklemler iligskin 6rneklem varyans-kovaryans matrisleri ,

633.214 169.015 -10.062 329.201 152.679 18.826
S, =1169.015 576.862 —64.726| ve S, =|152.679 387.172 -17.464
—-10.062 -64.726 58.345 18.826 —17.464 30.493

olmak Tizere, Orneklemlerin alindig1 Kkitlelerin varyans-kovaryans matrislerinin esit olup

olmadigini 0.05 anlam diizeyinde arastiriniz.



Coziim:

H,:% =%,
H 3 #3,
g _ (26-1)S,+(24-1)S,

pooled =

(26-1)+(24-1)

487.541 161.187  3.780
=|161.187 485.969 —42.079
3.780 —42.079  45.000

|S,|=17154329.19,

S,|=2837721.17 ve |S|=8571204.575

g

M= (e ~DIn(S) -3 (n, ~Dn(S, )

k=1

= (25+23)In(8571204.575) —[25In(17154329.19) + 231n(2837721.17)]
=8.078

Ve

RPN ST R L S S
6(p+1)(g_1) k=1 (nk_l) i(nk_l)
IRIC) e o P B N 1 :
"B (2-1) (26-1)  (24-1) (26-1)+(24—1)
=0.932135

olmak uzere

MC™ =(8.078)(0.932135)
=7.53

olarak elde edilir ve kritik deger

2

(@)=1, (0.05)

1
E(gfl)p(pﬂ) E(271)3(3+1)

= 7:(0.05)
~12.592

i¢in

MC'=753<12.592



oldugundan H, hipotezi reddedilemez.

Not: g ve p degerleri 5’den kiiglik ve n,’ler 20’den biiyiik ise ki-kare yaklasimi iyi sonug

vermektedir. Aksi halde F dagilim1 yaklasimi kullanilmalidir.

Sonug¢: n,, n,, n,— p ve n, — p yeterince biytik oldugunda, g, = p, (veya g, — , = 0) esitligi

icin yaklagik (1—«)’lik giiven elipsoidi, butiin g, — x4, farklar i¢in

[(X1 _Xz)_(,ih_/_lz)}' {niSl +L

SZ} (& ~%,)—(u,-1,) |< 7h(@)

sonucunu saglar. Ayrica /(4 — u,) bilesimlerinin hepsi igin (1- ) lik esanh giiven araliklari

"NY _ Y 2 ' i 1
I'(X, Xz)i\/)(p(a)\/L (”1 S+ Sz] L

n,
ile saglanir.

Ornek: Klimali ve klimasiz evlerin tiikettigi elektrik miktarlar1 6rnegi igin biiyiik érneklem

yaklagimini;

a) Esanli giiven aralif

b) Hipotez testi ile

irdeleyelim.

Coziim:
a)
lS N 1 1[138253 238254 . 1| 8632.0 19616.7
no o > 45(23823.4 73107.4| 55/19616.7 55964.5

b

464.17 886.08
886.08 2642.15

lineer bilesimler



Ll(ﬁl _Ez) _ [l O]{/ull _ﬂzl}

Hiry = Hy
=My~ My

Hi _ﬂzl}
Hiy — My
=My~ Hy

V=l 1]

ve kritik deger

x, (@)= 7,(0.05)
=5.99

olmak iizere %95°lik esanl giiven araliklart:

- = p 1 1
I'(x, zz)i\/zp(a)\/i(nlSﬁ Szji

n,

ifadesinden,

t — i, (204.4-130.0) £+/5.99+/464.17

1(21.7;127.1)

veE

Ly — 1y, (556.6—355.0)£/5.99+/2642.15

1(75.8;327.4)

olarak elde edilir. Her iki aralikta hipotezde iddia edilen “0” degerini icermediginden, Klimali
ve klimasiz evlerin hem yogun saatlerde, hem de yogun olmayan saatlerde tiikettikleri elektrik

miktarlar1 arasinda fark vardir.

b) Biiylik 6rnekleme yaklagimi icin

Ho:ﬁl_/_lzzg
Hyopyy—p, 70

hipotezinin testi i¢in test istatistigi

1

=[5 - £ -] [ s | [ - B0~ £



dir ve 7% > ;(;(a) ise H, hipotezi reddedilir.

T = (Xl _Xz)' {(niSl + 1 Sz)}- (Xl _XZ)

1 n,

204.4 130.07 [464.17 886.08 '[204.4 130.0
556.6 355.0||886.08 2642.15| |556.6 355.0

59.874 —20.080}{ 74.4 }

=[74.4 201.6](10™)
~20.080 10.519 || 201.6

=15.66

T? =15.66 > 7;(0.05)=5.99 oldugundan H, hipotezi reddedilir. Klimali ve klimasiz

evlerin tukettikleri elektrik miktarlar1 arasinda fark vardir.



