3. HAFTA

Orneklem Temel Bilesenleri
Ortalama vektori 4 ve varyans-kovaryans matrisi X olan p-boyutlu bir kitleden

X ' =(X,, X,,...X ) rasgele vektoriine iliskin alman »n birimlik rasgele 6rneklem

3

olsun. Bu rasgele Ornekleme iliskin gozlem degerleri Xx;,X,,....,X nin

n

X, Xyss X

n
orneklem ortalama vektorii X, ,, Orneklem varyans-kovaryans matrisi S, ve Orneklem

korelasyon matrisi R, dir.

Herhangi bir lineer birlesimin » tane degeri

! — DR —
Lx;=hx, +hx, +.+l,x, 5 j=12,..,n

olmak tizere, bu lineer birlesimin 6rneklem ortalamasi /', X ve 6rneklem varyansi /', S/, dir.
Diger bir lineer birlesim /', x; ise bu iki lineer birlesim i¢in 6rneklem kovaryansi /', S/, dir.

Kitle temel bilesenlerinin elde edilmesinde oldugu gibi, 6rneklem temel bilesenleri de katsay1
vektorleri birim uzunluklu, varyans degerlerine gore biiyiikten kii¢iige dogru siralanmis ve

iliskisiz olarak elde edilmektedir.

Birinci Orneklem temel bileseni, [’/ =1 kisit1 altinda /', x;” nin orneklem varyansim
maksimum yapan /' x; lineer birlesimidir. Ikinci 6rneklem temel bileseni, (7, X;, X))
¢iftleri i¢in 6rneklem kovaryansi sifir ve /',/, =1 kisit1 altinda /', X, nin 6rneklem varyansini
ikinci sirada maksimum yapan U)X, lineer birlesimidir.

Boylece i inci drneklem temel bileseni, biitiin (/';x, , I';x,), k<i ciftleri igin &rneklem

j b
kovaryansi sifir ve I'./. =1 kisit1 altinda /' x .’ nin érneklem varyansini i inci sirada maksimum
—iZi —i=j

yapan ['.x; lineer birlesimidir.

Birinci temel bilesen /',S/, degerini maksimum yapar. Bu ifadenin maksimumu eger /, katsay1

vektori, S’ nin birim 6zvektorii ¢, esit alindiginda, en biiyiik 6zdeger AA] ‘e esitdir.



Boylece oOrneklem temel bilesenleri, eger S:{Sik}, O0zdeger ve birim ozvektor ciftleri

(/”Atl, é), (/@,éz),...,(ip, ¢,) olan pxp tipinde drneklem varyans-kovaryans matrisi ise, i inci

orneklem temel bileseni

bigimindedir, burada /i > /"Atz >.24 >0 ve X, X rasgele vektoriiniin herhangi bir
gozlemidir. Buradan
)A/i "nin 6érneklem varyans, S; = /il. ; i=12,..,p

(¥,, V) arasmndaki 6rneklem kovaryansi, S5, =05 Lk=12,..,p, i#k

dir. Ayrica, Toplam 6rneklem varyansi;
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VP35 ¥, ile gosterilen drneklem temel bilesenleri S ’den veya R’ den elde edilebilir.

Ancak S ’den veya R’ den elde edilen bilesenler ayn1 degildir. Baglangicta hangi matrisin

kullanilacagina agiklik getirilmelidir.

Orneklem temel bilesenleri normallik varsayiminda da elde edilir.  Yani

X, ~N,(,X) ; j=L2,.,n oldugunda X varyans-kovaryans matrisinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisi X = S, ‘ den elde edilebilir. Bu durumda 6rneklem temel bilesenleri iligkili kitle
konturlarmin en ¢ok olabilirlik tahminleriyle incelenir. 2’ nin ozdegerleri [(n—l)/ n]/i ve
iligkili birim 6zvektorleri e, lerdir, burada (/il., e,) ¢ifti S’ nin 6zdeger ve iligkili birim

ozvektorleridir. Boylece, S ve = S, her ikisi de ayn1 6rneklem temel bileseni éi' X Verir ve
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elde edilen 6rneklem korelasyon matrisi R aymi oldugundan, standartlastirilmis degiskenler

i=1,2,..., p varyans orani her ikisi i¢in de aynidir. Ayrica S ve = S, dan

kullanildiginda, S veya I S, secilmesi anlamsizdir.

Ornek 4 : Belli bir bolgedeki 14 ilgeye iliskin 5 sosyo-ekonomik degisken iizerinden alinan

veriler asagidaki gibidir:

Toplam Okul yas Toplamis | Saglk servis is Aile gelir
' Niifus(Bin) ortancast giicii(Bin) giicii(Yiiz) | ortancasi(10000)
Ilgeler
T, T, T, T, z,

1 5.935 14.2 2.265 227 291

2 1.523 13.1 0.597 0.75 2.62

3 2.599 12.7 1.237 1.11 1.72

4 4.009 15.2 1.649 0.81 3.02

5 4.687 14.7 2312 2.5 2.22

6 8.044 15.6 3.641 4.51 2.36

7 2.766 133 1.244 1.03 1.97

8 6.538 17 2.618 2.39 1.85

9 6.451 12.9 3.147 5.52 2.01

10 3314 12.2 1.606 2.18 1.82

11 3.777 13 2.119 2.83 1.8

12 1.530 13.8 0.798 0.84 4.25

13 2.768 13.6 1.336 1.75 2.64

14 6.585 14.9 2.769 1.91 3.17

Orneklem ortalama vektdrii ve drneklam varyans-kovaryans matrisi asagidaki gibidir:



x'=1[4,32 14,01 1,95 217 2,45]

4,308 1,683 1,803 2,155 —0,253
1,768 0,588 0,177 0,176

S = 0,801 1,065 —0,158
1,970 —0,357
0,504

a)  Temel bilesenleri elde ediniz.
b)  Bir veya iki temel bilesen ile 6rneklem degisimi ifade edilebilir mi? Scree Plot ¢izip

grafik ilizerinden ayn1 soruyu cevaplandirimiz.

Coziim 4 : Burada 6rneklem varyans-kovaryans matrisi kullanilda.

a) Orneklem Varyans-Kovaryans matrisinden elde edilen 6zdegerler asagidaki tabloda
verilmistir :

i 1 2 3 4 5
A 6931 | 1.786 | 0.390 |0.230 | 0.014

i

Yukaridaki 6zdegerlerden yararlanilarak elde edilen birim 6zvektorler

€ € €s €, €5

0.781 -0.071 |0.004 | 0.542 |-0.302

0.306 -0.764 | -0.162 | -0.545 | -0.010

0.334 0.083 0.015 | 0.050 | 0.937

0.426 0.579 0.220 |-0.636 | -0.173

-0.054 |-0.262 | 0.962 |-0.051 | 0.024




Birim 6zvektorler yardimiyla elde edilen 6rneklem temel bilesenleri asagidaki gibidir:

Y = 0.781X, + 0.306.X, + 0.334X, + 0.426X, — 0.054X,
Y, = —0.071X, — 0.764X, + 0.083X, + 0.579.X, — 0.262X,

>

0.004X —0.162X, +0.015X, +0.220X, + 0.962.X_

3

A

Y, = 0.542X, — 0.545X, + 0.050X, — 0.636X, —0.051X,

~

Y, = —0.302X, — 0.010X, + 0.937X, — 0.173X, + 0.024X,

b)
i 1 2 3 4 5
Y 6.931 1.786 0.390 0.230 0.014

y, temel N 6.931 A 1786

o . 9.351 . 9.351

bileseninin A A

toplam = ; l

P = %741 =%191 | o490 | %25 | %0.1

degisimi

acgiklama

orani

Kiimiilatif %74.1 %93.2 %97.4 %99.9 | %100

acgiklama

orant

Birinci(1.) temel bilesen toplam varyansin %74.1 ’ini agiklamaktadir. 1. ve 2. Temel bilesenleri
aldigimizda toplam agiklama orani 0.932 (oldukca yiiksek) oldugundan iki temel bilesen ile
orneklem degisimi ifade edilebilir. 5 degisken iizerinden alinan 14 gozlem, iki temel bilesen
iizerinden 14 gdzleme indirgenmis olur. Asagidaki grafikte x ekseni temel bilesenleri ve y
ekseni Ozdegeleri gostermektedir. Sekilde de gorildiigli gibi temel bilesen sayisinin 2
oldugunda ¢iz diizlesmeye baslamistir. Buradan da temel bilesen sayisinin 2 olduguna karar

verilebilir.
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Ornek 5 : Asagida 24 erkek ve 24 disi hasta kaplumbaganin iist kabuguna iliskin gesitli
Olctimler verilmistir. Amag kaplumbagalarin iist kabugunun seklini ve biiyiikliiglinii
belirlemektir. Kaplumbagalarin kabuklarinin uzunluklar, genislik ve ytikseklikleri agagidaki

tabloda verilmistir:

ERKEK KAPLUMBAGA DiSi KAPLUMBAGA
uzunluk genislik yiikseklik uzunluk genislik yiikseklik

93 74 37 98 81 38
94 78 35 103 84 38
96 80 35 103 86 42
101 84 39 105 86 42
102 85 38 109 88 44
103 81 37 123 92 50
104 83 39 123 95 46
106 83 39 133 99 51
107 82 38 133 102 51
112 89 40 133 102 51
113 88 40 134 100 48
114 86 40 136 102 49
116 90 43 138 99 51
117 90 41 138 99 51
117 9] 41 141 105 53
119 93 41 147 108 57
120 89 40 149 107 55
120 93 44 153 107 56
121 95 42 155 115 63
125 93 45 155 117 60
127 96 45 158 115 62
128 95 45 159 118 63
131 95 46 162 124 61
135 106 47 177 132 67

Bu verilere dogal logaritmik doniisiim uygulandiginda;



erkek kaplumbagalar i¢cin 6rneklem ortalamasi ve 6rneklem varyans-kovaryans matrisi

X'=[4.7254 4.4776 3.7032]

11.072 8.019 8.160
6.417 6.005
6.773

S=10""

disi kaplumbagalar i¢in 6rneklem ortalamasi ve 6rneklem varyans-kovaryans matrisi

x'=1[4.9007 4.6233 3.9403]

2.64
§=10"

a) Erkek kaplumbagalar i¢in bir veya iki temel bilesen ile 6rneklem degisimi ifade edilebilir

mi?

b) Disi kaplumbagalar i¢in bir veya iki temel bilesen ile 6rneklem degisimi ifade edilebilir

mi? (Odev)

Coziim 5 :

2.01 2,49
1.62 1,94

2,49

a) Temel bilesenler i¢in katsayilar
(Burada parantez i¢indekiler korelasyon katsayilaridir. ) :

orani

toplam degisimi agiklama

€ € &
In (uzunluk) 0.683 (0.99) | 0.162 0.712
In (genislik) 0.510 (0.97) | 0.591 20.624
In (yiikseklik) 0.522 (0.97) | -0.790 20.321
A 24.31x10° | 0.63x10° | 0.38x10°°
y. temel bileseninin % 96 % 98.5 % 100




Birinci temel bilesen toplam varyansin % 96’smi1 agiklamaktadir. Orneklem degisiminin
ifade edilebilmesi i¢in bir Temel bilesen yeterlidir.

~

Y1 = 0.683 ln(Xl) + 0.51111(X2) + 0.522 ln(Xg)
—In (X104683X20.51X30.522>

oldugundan 1. Temel bilesen diizeltilmis 3 boyutlu bir kutunun hacminin logaritmasinin
almmas1 goriiniimiindedir. Ornegin iist kabugun dondiiriilmiis hali i¢in diizeltilmis
yiikseklik

0.522
XS

dir.



