4. HAFTA

Temel Bilesenlerin Geomitrik Yorumu
Geometriksel olarak veriler p boyutlu uzayda, » tane nokta bi¢iminde gosterilebilir. Eger S
pozitif tanimli ise, (x —X)' S™'(x—X)=c’ esitligini saglayan biitiin px1 tipindeki x vektorleri,

eksenleri S™' veya Snin dzvektorleri ile verilen merkezi x olan bir hiper elipsoidi verirler. Bu

eksenlerin uzunluklari \//1T ; i=1,2,..., p’ ye orantilidir, burada /ﬁ > ﬂ; >..2 ﬂtp >0’ lar S ’nin

1

0zdegerleridir. i inci temel bilesenin mutlak degeri, j/i| = |é’ [(x—=X)|, &, birim 6zvektori lizerine

(x—X) izdiisiimiiniin uzunlugunu verir. Orneklem temel bilesenlerinin bu geometriksel

yorumu p=2 i¢in asagida verilmistir.
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Sekil a’da ﬂ; >/i2 oldugunda, merkezi X olan sabit yogunluk elipsidir. Orneklem temel

bilesenleri iyi bir sekilde belirlenmistir. Toplam 6rneklem varyansinin biiyiik bir orani birinci

temel bilesen tarafindan agiklanmaktadir. Bu temel bilesen elipsin biiylik ekseni boyunca
uzanmistir. Sekil b’de ﬂ; = /iz oldugunda, merkezi X olan sabit yogunluk elipsi bir dairedir. Bu

durumda eksenler tek bigimde belirlenememektedir. Toplam 6rneklem varyansi, her iki temel
bilesen tarafindan ayni oranda agiklanmaktadir. Bu durumda 6rneklem degiskenligi tiim yonler

icin aynidir ve veriler p boyuttan daha az boyuta indirgenemez.

X;»X,,...,X,, normal bir kitleden alinan n birimlik 6rnekleme iliskin gézlem degerleri ise,
», :é'i (x—X) oOrneklem temel bilesenleri, Y :g’i()_( —p) kitle temel bilesenlerinin
gergeklesmesidir. Bu durumda kitle temel bilesenlerinin dagilmi N, (0,A) dir, burada

A= Diag{ll.} ; 1=1,2,..., p olan diagonal bir matris ve (1,e,)’ ler X’ nin 6zdeger ve birim



ozvektor ciftleridir. Ayrica 6rneklem verilerden elde edilen sabit yogunluk elipsoidleri,
(x— E)' > (x— E):CZ sabit yogunluk -elipsoidlerinin tahminleridir. Normallik varsayimi
temel bilesenlerin elde edilmesi i¢in gerekli degildir, ancak sonug¢ ¢ikarimi i¢in aranan bir
kosuldur.

Genelde orneklem temel bilesenleri kitlede oldugu gibi degiskenlerin Ol¢ii birimlerinden

etkilenir. Degiskenlerin Gl¢ii birimleri farkli ise standartlastirilmis degiskenlere goére temel

bilesenlerin elde edilmesi faydali olacaktir. Orneklem igin standartlastirilmis j inci gdzlem
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olarak elde edilir. Buradan standartlastirilmis gézlemlerin 6rneklem ortalama vektorii
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ve 6rneklem varyans kovaryans matrisi

s zlziyztzy
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=R

dir.



Boylece orneklem varyans kovaryans matrisi S’ nin yerine 6rneklem korelasyon matrisi R
‘nin alinmasiyla, standartlagtirilmis gozlemlere iliskin temel bilesenler elde edilmis olur.

Buradan standartlastirilmis gézlemlerden elde edilen 7 inci 6rneklem temel bileseni

i=12,..,p

L
bigimindedir, burada (ﬂ;,éi), R’ nin i inci  6zdeger ve iligkili birim 6zvektor ¢iftidir ve
A=242..24,20’ dir. Buradan,

¥, nin drneklem varyans, Sy%i = /{i ; i=12,..,p

(;,¥,) arasidaki 6rneklem kovaryans, S5, =05 Lk=L2,..,p, i#k

dir. Ayrica, Toplam 6rneklem varyansi;

r(R)=p
= Attt A,
ve
r =euA 5 Lk=12.p, i%k
dir.

Ayrica i inc1 0rneklem temel bilesenine gore toplam varyansin agiklanan orani

; i=L2,..,p

dir.



ODEV 1 : Bes hisse senedi secilerek haftalik kar oranlari incelenmistir. Kar orani

s6z konusu haftanin bir dnceki haftanin
Bir hisse senedinin | cuma giinki kapanis fiyat|] ~ |cuma glnki kapanis fiyatl]
haftalik kar orani bir dnceki haftanin
cuma ginki kapanis fiyatl]

formiili ile hesaplanmaktadir. Birbirini izleyen 100 hafta i¢in gézlemler bagimsiz dagiliml

goriinmektedir. Ancak hisselerin karsilikli haftalik kar oranlar iligkilidir.

z, (Allied Chemical) , z, (Du Pont), z, (Union Clarbide), , (Exxon) ve 7, (Texaco) bes

hisse senedi i¢in haftalik kar oranlarma iliskin gozlemleri gostersin. Orneklem ortalama

vektori,
x'=1[0,0054 0,0048 0,0057 0,0063 0,0037]
ve standartlastirilmis gézlemlerin 6rneklem varyans- kovaryans matrisi

1 0,577 0,509 0,387 0,462
1 0,599 0,38 0,322

R= 1 0,436 0,426
1 0,523
1

olmak tizere verilenlere gore temel bilesenleri elde ediniz. Temel bilesenlerin toplam

orneklem varyansini agiklama oranilarini bulunuz. Sonuglar1 yorumlayiniz.



Kiiresellik Testi
Bu test ile temel bilesenler analizinin gerekliligine karar verilmektedir. ilgili hipotezler

H,:p=1
H :p=Il

bicimindedir ve test istatistigi

2p+5
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dir. Eger test istatistiginin degeri, y° (o) kritik degerinden biiyiikse H, hipotezi red edilir
Ep(pfl)

ve bu durumda temel bilesenler analizi yapmak anlamlidir sonucuna karar verilir.

Uygun Temel Bilesen Sayisinin Belirlenmesi
1. En basit karar verme siireglerinden biri Varyans —kovaryans matrisinden temel

A
J
bilesenler elde ediliyorsa ’;l > —sonucunu veya korelasyon matrisinden temel
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bilesenler elde ediliyorsa

> — sonucunu saglayan en kii¢iik m degeri uygun temel

bilesen sayisidir.

2. Korelasyon matrisinden temel bilesenler elde ediliyorsa, 1 den biiyiikk 6zdeger sayisi
kadar temel bilesen aliabilir.

3. Yamag egrisi grafiginde (Scree plot), temel bilesen sayisinin, temel bilesenlerin
varyanslarina (6zdegerlere) karsilik grafigi ¢izilir. Asagida verilen 6rnek yamag
grafiginde iki temel bilesenin yeterli oldugu sdylenebilir. Grafigin diizlestigi noktadan

onceki deger uygun temel bilesen sayisi olarak alinabilir.



i {Bilegen =yist)

4. Bartlet test yaklasimina gére de uygun temel bilesen sayisi belirlenebilir. ilgili

hipotezler
HO:‘pg‘zo HO:ﬂ’m+1:"':lm+g:0
veya o , mtg=p
H, 3‘Pg‘ =0 H, : En az biri sifirdan farkl

(Burada ilk m tane 6zdegerin sifirdan farkli, geriye kalan

p-m tane 6zdegirin sifira esit oldugu iddia edilmektedir.)

bi¢imindedir ve test istatistigi

g
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olmak lizere
2p+5 2 2
((1=D==2==Zm)In(U, T

dir. Eger test istatistiginin degeri, ;(2

(o) kritik degerinden biiylikse A, hipotezi red
S(@n-1

edilir ve m degeri bir artirilarak hipotez kabul edilinceye kadar devam edilir.

Ornek 6 : n=11 ve p=5 olan bir 6rnekleme iliskin 6rneklem varyans-kovaryans matrisi

1974 —4.473 7269 —2218 —52.01
1.488 —26.62 197.5 1.577

S = 1224 —6203 —56.44
48104  328.9
4.087




olarak verilmistir (Tathdil 1996).

a) Temel bilesen analizinin gerekli olup olmadigint o = 0.05 anlam diizeyinde test ediniz.

b) Temel bilesen sayisinin ne olacagina hem pratik yolla hem de testle karar veriniz.

Coziim 6 :

a) Veriye temel bilesen analizi yapilip yapilmayacagi Bartlett kiiresellik testi ile belirlenir.
Kiiresellik testi 6ziinde degiskenlere iliskin korelasyon matrisinin (degiskenler arasinda iligki
yoktur varsayimina dayanan) birim matrise karsi test edilme ilkesine dayanir. Bu nedenle
Bartlett testi ayn1 zamanda korelasyon matrisinin anlamliliginin bir testidir. Hipotez

“Z“zgij , a =005
1

seklinde kurulur ve test istatistigi ise

2p+5

In|R| ~

EP(P*U

n—1-—

bi¢imindedir. Eger x; > Xx.  («) ise H, hipotezi reddedilir.

51}(7)71)

Simdi test istatistiginin degerini hesaplayalim:
n =11 oOrneklem genisligi

p = 5 degisken sayist

R : Korelasyon matrisi

1 -0.087 0491 -0.239 -0.607
1 —-0.624 0.758  0.640
R = 1 —0.808 —0.798
1 0.742
1

ln‘R‘ - ln‘0.0213224‘



v =—|ino1-BB)+5 1n[0.0213224| = 28.86
hesap 6

XtQablo = Xf (0.05) = 18.307

556-1)

olup Xi = 28.86 > Xfabl() =18.307 oldugundan H hipotezi reddedilir. Yani 6rneklemin

alindig1 kitleye iliskin degiskenler arasindaki kitle korelasyon matrisi birim matristen farklidir.
Yani bazi degiskenler arasindaki korelasyonlar anlamlidir. Temel bilesen analizi yapmaya
gerek vardir.

(Korelasyon matrisi incelendiginde bazi degiskenler arasinda yiiksek korelasyon oldugu da

zaten goriilmektedir.)

b) Pratik Yolla Tespit :

>4
i=1

p

> g kosulunu saglayan ilk k& degeri uygun temel bilesen sayisidir.

Korelasyon matrisi yardimiyla elde edilen 6zdegerler ve herbir 6zdegerin toplam varyansi

~

aciklama oranina katkilari

A
—IJ asagidaki gibi elde edilmistir:
p

A 3.399 1.016 0.295 0.161| 0.130

i

i. temel bilesenin toplam

degisimi aciklama orani 67.98 20.32 5.90 3.22 2.60

Not: Burada S varyans-kovaryans matrisi kullanilirsa toplam degisimi acgiklama oran

>A\7Z
>

formiilii ile hesaplanir.




ﬁ = 0.6798 > % oldugundan 1 temel bilesen yeterlidir : Y = QA;Z . Burada korelasyon
p

1

matrisinden temel bilesenler yapildigi icin, orijinal degiskenler yerine standartlagtirilmis

degiskenler dikkate alinmistir.

Bununla birlikte asagidaki Scree Plot’a gore de uygun temel bilesen sayisina karar verilebilir. Bu
grafikte egri yatay eksene paralel olmaya basladigi bilesen sayisi, uygun temel bilesen sayisi olarak

alinmaktadir.

Test ile karar verme:

m : uygun temel bilesen sayisi
g : dnemsiz temel bilesen sayisi
p-g=m

H :|p

le

=0 H:AX =X _=..=)X =0
veya
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g
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Test istatistigi




bi¢imindedir. ilk olarak g=3 alalim. Bu durumda m=p-g=5-3=2 dir.

3
_ (0.0213224)(3%) s

o ]g (3.399)(1.016) (5 — (3.309 + 1.016))

p_

i=

2)(5)+ 5

Xy = —l(ll -t —~ (2)3(2)‘1n(0.832) —=1.134

Xowo =X, (@)=x7 | (0.05)=11.07

g 3.
5(g+1) -1 {5(3+1) -1

Ximp < x’,, oldugundan H hipotezi red edilemez. Yani o = 0.05 hataile A, =\ =\ =0

dir. Yani 3.,4. ve 5. temel bileseni almaya gerek yoktur. Bu durumda ayni adimlar tekrarlanir: Bu

defa g=2 alalim. m=p-g=3 olur.

Hy A\, =\ =X\ =X\ =0

0

H1:>‘m+i¢)‘m+k , 1=k

Ry’ !
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2)B)+5 ()M

Xy = —l(ll —1)— ( 1n(0.244) = 9.63

(@)= (0.05) = 16.92
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2 2
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Xiowy < Xy, Oldugundan H hipotezi red edilemez. Yani o = 0.05 hata ile

A=A =A =A =0 dir. Yani 2.,3.,4. ve 5. temel bileseni almaya gerek yoktur. 1. Temel

bileseni almak yeterlidir.



