11. HAFTA

Varyans-Kovaryans Matrisleri Esit Olmayan Iki Cok Degiskenli Normal Kitle icin

Siniflandirma

2, #X, olsun

Kitle varyans-kovaryans matrisleri esit olmadiginda, siniflandirma kurallar1 daha karmasiktir.

2, =2, oldugu durumdaki benzer islemler yapildiginda, siniflandirma bolgeleri
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dir, burada
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Smiflandirma bolgeleri x’in karesel fonksiyonlari ile tanimlandigindan, elde edilen bu

1
fonksiyona karesel diskriminant fonksiyonu adi verilir. Karesel ifade —55'(2f1 -3 Nx dir.

Sonug : II, ve I, , yogunluk fonksiyonlar1 f(x) ve f,(x) ,kitle ortalama vektorleri 4, , x4,

ve varyans—kovaryans matrisleri 2, , X, olan ¢cok degiskenli (p-boyutlu) normal dagilima sahip

kitleler oldugunu kabul edelim. Bu durumda hatali siniflandirmanin beklenen maliyetini

minimize eden atama kurali
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ise x, gozlem degerine sahip birim IT, ’e aksi halde I1, ye atanir biciminde verilir.

Eger parametreler bilinmiyor ise, 0rneklemlerden elde edilen tahminlere bagli 6rneklem

siniflandirma kurali,
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ise x, gozlem degerine sahip birim I, ’e, aksi halde I, ’ye atanir bigiminde verilir. Burada,

L R 1 QR .
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dir.

Rasgele vektorlerin dagilimi her zaman c¢ok degiskenli normal olmak zorunda degildir.
Normale doniisiim yapilabilecegi gibi, bu doniisiim yapilmadan da normal olmayan kitleler i¢in

siniflandirma yapilir.

Siniflandirma (Atama) Kurallarinin Degerlendirilmesi

Herhangi bir simiflandirma yonteminin performansina karar vermenin énemli bir yolu, hatali
siniflandirma olasiliklar1 veya hata oranlarina gore karar vermektir. Rasgele degiskenlerin
dagilimi veya kitleler tamamen bilindiginde, hatali simiflandirma olasiliklar1 kolay
hesaplanabilir. Kitleler tamamen bilinmediginde (yani bazi parametreler bilinmiyor olabilir)
orneklem smiflandirma fonksiyonlari {izerinde durulur. Oncelikle siniflandirma fonksiyonu

olusturulur ve fonksiyonun performansi gergek dérneklemlerle degerlendirilir.

Iki kitle i¢in maliyetlerin esit oldugu durumda elde edilen ECM siniflandirma kuralina karsilik

gelen Toplam Hatali Siiflandirma Olasiliginin (7PM),

TPM = p, [ fi(x)dx+p, [ f,(x)dx

olarak verilmisti. Segilen R, ve R, bolgelerine gore elde edilen TPM nin enkiigiik degerine

Optimal (En iyi) Hata Oran1 (OER) ad1 verilir. OER, minimum TPM siniflandirma kural1 i¢in

bir hata oranidir.
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Ornek22: p =p, =5 ve f(X) ve f,(x) ortalama vektorleri 4, u, ve varyans—kovaryans

matrisleri £, =%, =X olan ¢ok degiskenli (p-boyutlu) normal dagilima sahip kitleler oldugunu,

optimal hata orani i¢in ifadeler elde edilsin.

Minimum ECM ve minimum TPM smiflandirma kurallari, C(1/2)=C(2/1)oldugunda
birbirine esdeger iki kuraldir. Onsel olasiliklar da esit oldugunda, In K%J (&ﬂ =0 ile
y2

minimum TPM siniflandirma bolgeleri tanimlanabilir. Buradan siniflandirma bélgeleri;
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bigiminde bulunur. Bu kiimeler y = (4, — ;_12)'2_1§= ['x ile tanimlanir. Burada
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dir. Y rasgele degiskeni normal rasgele degiskenlerin lineer bir birlesimi oldugundan, Y’nin

olasilik yogunluk fonksiyonu f,(y) ve f,(y) tek degiskenli normaldir. Burada
Y=I1X
olmak iizere
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biciminde elde edilir. Burada, A® iki kitle arasindaki Mahalanobis kare uzakligidir. Buradan,

TPM = %P(H1 den bir gozleminIl, ye hatali stniflandirilmast)

+%P(H2 den bir gozleminIl, ye hatal siniflandiriimasr)

dir.
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dir, burada (ID{} standart normal bir rasgele degiskenin birikimli dagilim fonksiyonunu

gostermektedir. Benzer bigimde,
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dir. Béylece Optimal Hata Oranm



olarak elde edilir. Ornegin,

A = (4 — 1, )'Z’l(,ill — f,) =2.56 almirsa, A=+/2.56 =1.6 olur ve

OER = Minimum TPM = lcp{_ﬁ} +lq){_ﬁ}
21 22 2
(16
o
~0.2119

olarak bulunur. Buradan birimlerin %21.19 ‘nun hatali siniflandirildig1 veya diger bir ifade ile

hata oranin %21.19 oldugu goriilmektedir.
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Orta Nokta = %(El ) ) 3 (/;ll + Ez)

Bu ornekte kitle yogunluk fonksiyonlar: tamam bilindiginde yani kitle parametrelerinin de
bilindigi durumda optimal hata oranin nasil hesaplanacagir gosterilmistir. Ancak kitle
parametreleri bilinmediginde 6rneklemlerden elde edilen tahmin degerleri alindiginda, hata

oranlar1 kolay hesaplanamaz.

Orneklem smiflandirma fonksiyonlarinin performanst Gergek Hata Oran1 (AER) nin
hesaplanmasiyla goriilebilir. Bu hata oranina kosullu hata oran1 da denmektedir. Gergek hata

orani

AER = p, j f,(x)dx + p, I f(x)dx

Ry R

ifadesinden elde edilir. Burada 1%1 ve ﬁz, n, ve n,birimlik 6rneklemlerden belirlenen

siniflandirma bolgelerini géstermektedir.
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siniflandirma fonksiyonu s6z konusu oldugunda, f?l ve Iéz bolgeleri asagidaki esitsizlikleri

saglayan x lerin kiimesi ile belirlenir. Bu bolgeler,
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ve
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olarak belirlenir.

Diger bir hata orani, ger¢ek hata oraninin beklenen degeri olan beklenen gergek hata oranidir.
Bu hata oranina kosulsuz hata oran1 da denmektedir ve E(4AER) bigiminde gosterilir. Beklenen

gercek(kosulsuz) hata orani, gercek (kosullu) hata oraninin tiim orneklemler {izerinden



beklenen degeri alinarak elde edilir. AER parametrelerin 6rneklemlerden elde edilen tahmin

edicilerine bagli bir hata oran1 oldugundan, rasgele bir degiskendir.

Gergek hata oram1 AER Orneklem siniflandirma fonksiyonunun gelecek orneklemlerdeki
performansinin nasil olacagini verir. Gergek hata orani bilinmeyen f,(x) ve f,(x) yogunluk

fonksiyonlarina bagli oldugundan, optimal hata oranina benzer bi¢imde hesaplanamaz. Ancak

gercek hata oraniyla iligkili bir degerin tahmini elde edilebilir.

Smiflandirma fonksiyonunun performansint olgen 0Oyle Olgilitler vardir ki kitlelerin
dagilimlarina bagh degildir ve her siniflandirma yontemi i¢in hesaplanabilir. Gorliniigte hata
orani (APER) adi verilen bu 6l¢ii, 6rneklem siniflandirma fonksiyonu ile hatali siniflandirilan
deneme 6rneklemindeki gézlem sayisinin, tiim 6rneklem sayisina orani bi¢iminde tanimlanir.

IT,’den alinan n, gbzlemden, n tanesi II,’e ve n, tanesi II,’ye ve II,’den alinann,

gozlemden, n,, tanesi I1,’ye ve n, tanesi II, e atandifinda goriiniiste hata orani

APER =2
n, + n,

bi¢iminde elde edilir.

Goriliniiste hata oran1 kolay elde edilebilir ve dagilim varsayimi gerektirmez. Bu hata oraninin
elde edilmesine iliskin farkli yaklasimlar da vardir. Ornegin yeterince biiyiik rneklem var ise,
gozlemlerin yarisiyla diskriminant fonksiyonu olusturulur, geriye kalan diger gozlemlerle de

bu fonksiyonun performansi degerlendirilir.

Ikiden ¢ok kitle oldugunda da benzer yontemler uygulanarak siniflandirma yapilabilir.



