| 4. AKISKANLARIN KINEMATIGI

4.1. Hiz Alani

Akiskanlarin akim gizgileri, bu gizgiler Uzerindeki hizlari ve ivmeleriyle
ilgilenen bilim dalina kinematik denir. Kinematik akigkan kitlesinin hareketini
etkileyen kuvvetler g6z o6nudne alinmadan hareket halindeki akiskan
taneciklerinin zaman boyutundaki hiz degisimlerini inceleyen bilim dalidir.
Akiskan taneciklerinin yer ve zamana goére hizi ile ilgili iligkiler incelenir.
Akiskanlarin hareketi akigkan taneciklerinin hizi ve ivmesiyle tanimlanir. Belli bir
zamanda bir akigkanin o6zgul katle, hiz ve ivme gibi o6zellikleri akigkanin
konumunun bir fonksiyonu olarak verilebilir. Akigskan parametrelerinin uzay
koordinatlarinin fonksiyonu olarak gdsterimi akiskanin alan gésterimi olarak
adlandirilir. Ancak yalnizca uzay koordinatlariyla parametrenin tanimi yeterli
olmamakta zamaninda g6zénune alinmasi gerekmektedir. Bir odanin sicakligi
uzay koordinatlari yaninda zamana da bagimli olarak T= T(x, y, z, t) biciminde
tanimlanmahdir. Akigkan degiskenlerinin en dnemlilerinden birisi hiz alanidir.
Hiz alani asagidaki gibi formilize edilebilir (Buffler 2009, Cengel ve Cimbala
2008).

V= u(x,y,z, t)T +V(X,Y,2, t)] +W(X,Y,2, t)R

Burada; u, v ve w hiz vektérinun sirayla x, y ve z bilesenleridir. Bir akigkan
taneciginin hizi o tanecigin konum vektorinin zamana gore tirevidir.

Koordinat sistemine gore A taneciginin konumu onun konum vektériiyle
(Ta) verilir. Konum vektéri tanecik hareket ediyorsa zamanin bir fonksiyonudur.

Bu konumun zamana gdre turevi bize tanecigin hizini verir.
dry, -
Hiz vektdrel bir biylklik oldugundan hem dogrultusu ve hem de degeri vardir.
Hiz vektérinun skaler degeri;
VzM =(u? + v + w?)H?2
esitligi ile bulunur (Edis 1972a).
4.2. Lagrange ve Euler Akis

Akigkanlarin kinematiginde akim sorunlarinin ¢éziimiinde Lagrange ve
Euler olmak Uzere iki yontem vardir. Euler yonteminde bireysel akiskan
taneciginin hareketi izlenmemekte, akim alani igerisinde sabit bir noktadan
gecen akiskan taneciklerinin parametrelerinin zamana goére degisimleri
g6zonline alinmaktadir. Akiskan icerisinde koordinatlari belli olan herhangi bir
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A(X, y, z) noktasi ele alinir ve bu noktadaki hiz, basin¢ ve benzer 6zellikler
incelenir(Buffler 2009).

Lagrange ydnteminde g6zdnine alinan akigkan taneciginin ydéringesi
boyunca olan hareketi incelenir (Ayyildiz 1983). Akim icerisinde sabit noktalar
alinmaksizin her bireysel akigkan tanecidinin hareketi izlenmekte ve her an
akiskan taneciginin ortamdaki konumu belirlenmektedir. Buna gére akim alani
icerisinde akigkan taneciginin koordinatlari zamanin fonksiyonu olarak surekli
degismektedir. Lagrange yontemi ile surekli bir akima ait akigkan taneciklerinin
g6zoniine alinan belli bir zaman igindeki yoriinge, hiz ve ivmeleri saptanir (Edis
1972a).

Euler ve Lagrange yontemleri arasindaki farkhligi ortaya koymak igin bir
bacadan ¢ikan dumani irdeleyelim. Euler ydnteminde bacanin bir noktasina bir
termometre yerlestirilir ve bu noktadaki sicaklik zamana bagli olarak o6lgilir.
Farkli zamanlarda termometreden farkl akigkan taneciklerinin sicakligi él¢ulir.
T= T(x, y, z, t) bulunur. Lagrange ydnteminde, termometre bir akiskan
tanecigine baglanir ve tanecigin hareketi suresince sicakhdi okunur. Buna gore
tanecigin sicakhidi zamanin fonksiyonu olarak T= T(t) seklinde elde edilir. Euler
ve Lagrange yéntemleri arasinda gegis yapilabilir. Euler yéntemi daha kolay ve
daha kullanighdir. Ancak bazi durumlarda Lagrange yontemini kullanmak
gerekir. Ornegin x isinlarini kullanarak damarlardaki kanin akigi ve kanin
hareketi Lagrange yontemiyle izlenebilir. Pompa ve tlrbin gibi makinelerdeki
akigkan hareketinin  konumlanmasinda Lagrange yoOntemini kullanmak
gerekebilir (Buffler 2009).Her yil gé¢ eden binlerce kus hakkinda bilgi edinmede
bu yoéntemler drnek verilebilir. Ornegin belli bir yerden bir saatte gecen kus
sayisinin bulunmasi Euler yéntemine uymaktadir. Bir kusun izledidi yolun
belirlenmesinde kus etiketlenir ve radyo dalgalariyla hareketi gé¢ sirasinda
izlenir. Bu da Lagrange ydnteminin uygulanisina tipik bir drnektir (Munson
vd.1983).

4.3. Bir, iki ve U¢ Boyutlu Akimlar

Akis yalnizca bir ydnde ise ve ayrica basing, hiz, ivme ve 6zgul kitle
gibi blyukllkler ele alinan bir eksenin ve zamanin fonksiyonu olarak
belirtilebiliyorsa bu akis bir boyutlu akistir. Ornegin kartezyen koordinatlarinda x
ekseni yonundeki akis bir boyutludur. Tek boyutlu akista hiz V=ui ile
gOsterilir.

iki boyutlu akig, akim cizgilerinin bir diizlem iginde bulunmasi ve
birbirlerine paralel duzlem serileri bigciminde olmasi halinde meydana
gelmektedir. Kartezyen koordinatlarinda x ve y eksenleri yonindeki akis iki
boyutlu akistir. Boyle bir akista akim cizgileri birbirine paralel dizlemler

meydana getirirler. iki boyutlu akim hizi V=ui+ v] biciminde gdsterilir.

Akigskan taneciklerinin kartezyen koordinatlarinda x, y ve z eksenleri
yonundeki akimi U¢ boyutlu akim olarak adlandiriimaktadir. Akiskan

taneciklerinin her ii¢ eksen yoniinde hiz bilesenleri vardir. V = ui + v] +wk
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Uygulamada c¢ogunlukla hiz G¢ boyutludur. Ancak pek ¢ok durumda
sonucu fazla etkilemeden problemin ¢abuk ve kolay ¢6zimlenmesi igin akis bir
ya da iki boyutlu kabul edilmektedir (Edis 1972a, Ayyildiz 1983).

4.4. Akim Cizgisi, Yorunge ve Cikis Cizgisi

Herhangi bir t aninda ardi ardina siralanmis olan noktalardaki hiz
vektorlerine cizilen tegetlere akim cizgisi denir. Hizlar akim ¢izgisine tegettir,
hizin akim gizgisine dik yénde bir bileskesi yoktur. Akim gizgileri birbirlerini
kesmezler. Akim cizgileri hiz alanina teget olan vektorleri tanimlayan esitligin
integrali alinarak analitik olarak bulunabilir. Ug boyutlu akimda bu esitlik
asagidaki gibi yazilabilir (Cengel ve Cimbala 2008).

Bir akigkan taneciginin t1 ile t2 zaman araliinda UGzerinde hareket ettigi
yola yoéringe denir. Dizenli akimlarda akim gizgisi ile yoéringe Ust Uste
cakismaktadir. Baglangici ro’da olan bir tanecigin yériingesi 7=T7(f,,t) ile
gosterilir.

Herhangi bir t aninda uzayda herhangi bir noktadan gecen akigkan
tanecikleri dizisine ¢ikis (sinir, ihrag) cizgisi denir. Baska bir ifadeyle verilen
herhangi bir noktadan gecen akiskan taneciklerinin bir t anindaki yerlerini
birlestiren gizgiye ¢ikis gizgisi denir. Bir akigskana verilen sivi boya dagiimadan
hareket ederse, bu boya tamamen bir ¢ikis cizgisini temsil eder. Hiz alani
zamanin fonksiyonu olmadiginda yani akim duizenli oldugunda akim cizgileri,
yoriinge ve ¢ikis gizgileri ayni bir denklemle ifade edilebilir ve birbirleriyle ¢akigir
(Ayyildiz 1983).

4.5. Duizenli, Duzensiz, Homojen ve Homojen Olmayan
Akimlar

Akim alani igerisinde herhangi bir noktadaki akim hizinin baydklik ve
yonunin zamanla degdismedigi akimlara duzenli akim denir. Akim alani
icerisinde farkli noktalarda hizlar farkli olabilir ancak hizin her noktasindaki
blyUkligh ve yénii zamana gore sabittir. Ozetle bu akimda zaman goz 6niine
alinmaz (Ayyildiz 1983). Uzayda herhangi bir noktanin yeri zamanla degismez.
Ayni sekilde 6zgul kitle (p), basing (P) ve sicaklik (T) gibi diger 6zelliklerde de
zamana gore bir degisme meydana gelmez. Bu 6zellikler diizenli akim kosulu
icin matematiksel olarak;

ov Py P Ty
ot ot ot ot

biciminde yazilabilir. Duizenli akima kararli, stasyoner daimi akim da
denmektedir.
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Akim alani igerisinde herhangi bir noktadaki akim hizinin biyiklik ve
yoninin zamanla degistigi akimlara diizensiz akim denir. Bu akimda hiz;

olarak gosterilebilir. Dlizensiz akimda akim gizgilerinin konumlari sabit olmayip
zamana bagli olarak degismektedir. Dlzensiz akimi incelemek zordur. Bu
nedenle dizenli akim kabuli yapmak her zaman islemleri kolaylastirmaktadir.
Dizensiz akimlar periyodik olmayan, periyodik ve gergek rastgele akim olarak
uce ayrilabilir. Periyodik olmayan akima akmakta olan suyun bir vanayla
onindn kesilmesi 6rnek verilebilir. Benzin-hava karisiminin karbiratére
alinmasi periyodik bir akistir. Turbulent akimda dizensiz akim karakteri
rastgeledir ve pratikte en fazla bu akisla karsilasilir. Rlizgarin diizensiz rastgele
esmesi buna bir 6rnektir.

Akim alani igerisinde her noktadaki akim hizinin buydklik ve yéninin
sabit oldugu akimlara homojen (uniform) akim denir. Hizin degeri ve yonu her
noktada aynidir ve

N_g
0s

yazilabilir. Burada “s” mesafeyi géstermektedir. Uzun ve diiz boruda akan su bu
akim tipine 6rnek verilebilir.

Akim hizinin bayuklik ve ydnUndn herhangi bir zamanda bir yerden
baska bir yere degisiklik gosterdigi akimlara homojen olmayan (non-uniform)
akim denir ve;

oV
05

#0

seklinde tanimlanabilir. Daralan kesitte veya egri boruda suyun akimi homojen
olmayan akistir (Ayyildiz 1983).

4.6. Maddesel Tiirev

Cok az kullanilan Langrange yénteminde akigkanin ivmesi kati cisim
dinamiginde oldugu gibi a= a(t) ile belirlenmektedir. Euler yonteminde ise ivme
tanecigin konumuna ve zamana bagh olarak ivme alani ile ifade edilmektedir.
Munson vd.(1994) ‘e gére maddesel tirev asagidaki gibi verilebilir.

Sekil 4.1°de goéruldigu gibi hizi \7A olan bir akigkan taneciginin hizi
konumun ve zamanin bir fonksiyonudur.

Va =Va(a, 1) = Va[Xa ), YA (D). 24 (). 1]
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Burada; xa= Xa(t), ya= ya(t), za= za(t) hareket eden tanecigin konumunu
vermektedir. Hiz, hem zamanin ve hem de konumun fonksiyonu oldugundan
zamanla konumda meydana gelen degisim nedeniyle degisecektir. A tanecigin
ivmesi;

An(t) = dVa _ V4 . YA dxa YA dy, N, dz,
A dt ot  ox dt oy dt oz dt

Tanecigin hiz bilesenleri:

dx d dz
Ua =5t VA:% Wa =g

oldugundan ivme esitligi asagidaki bigime dénusur.

I\, oV oV oV
Ap=—D4Up —DdVp —pw, —2
ot ot oy oz

t amndakl vA “:n.'t )

Atantcw\‘
< ’-’rh.tl wnﬁi.t]

Tanecik Ta o
ydringes] IS 15 (ry 1)

-

Y
Zn{t# A

Sekil 4.1. Akiskan taneciginin (t) anindaki konumu ve hizi (Munson vd. 1994)

. rﬁttl

Bir tanecik i¢in yazilan bu esitligi genel esitlik bicimine dénusturdigimuzde;

N N oV oV
—+V—

a=—+ s —
ot X oy 0z

seklini alir. Vektorel formdaki bu ifadeyi skaler formda yazdigimizda;
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a :@ + u@ + v@ + W;ﬂ esitlikleri elde edilir (Cengel ve Cimbala 2008).
z

foat ox oy

Burada ax, ay ve az sirasiyla ivmenin x, y ve z koordinat bilesenleridir.
Yukaridaki esitlikler maddesel tirev olarak adlandirilir ve kisa formda asagidaki
gibi yazilabilir.

(o))
Il
2|2,

Bu maddesel tiirevdeki operator (islemci) D( )/Dt asagidaki gibi yazilabilir;

b0 _a0 ., 90 .90 . ., 0

—_L+u—+v—+w—
Dt ot ox oy oz

DO _ 20 |, e
2= V0

Buradaki vektor islemcisi Del (V);

ﬁ():@7+@1+ﬂﬁ
OX oy 0z

bigimindedir. Yukaridaki bagintidaki (\7@) ise asagidaki gibi yazilabilir.

VV() = w20 4,20, , 20
OX oy oz

Yukaridaki ivme bagintilarinda hizin zamana go6re degisimini ifade eden.
6\7/at'ye “Lokal ivme” denir. Herhangi bir t aninda hareket dogrultusunda
noktadan noktaya hizin degisimine konvektif ivme denir ve bilesenleri asagidaki
gibidir.
Konvektif ivme= ug + vﬁ + wﬁ
oX oy 0z

Hareket halindeki akigskanin ivmesi lokal ve konvektif ivmelerden olusur. Eger
akim dizenli ise lokal ivme sifirdir.

Maddesel tirev yalnizca ivmenin degil diger akiskan &zelliklerinin de
analizinde ¢ok yararlidir. Herhangi bir degiskenin maddesel turevi; o degiskenin
zamanla degisiminin bir hizidir. Ornegin bir akiskanda sicaklik alani T= T(x, vy,
z, t) olsun. Bu sicaklik alani igerisinde bir akiskan taneciginin (A) sicakhginin
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degisim hizinin bulunmasi istensin. Eger hiz alani \7=\7(x,y,z,t) biliniyorsa,
sicakligin degisim hizi asagidaki esitliklerden bulunabilir.

0T _OTa 0T dXa | OTp dYa , OTa dZ4

dt ot ox dt ey dt ot dt

DT oT _ aT oT  aT

— = +V—+W—
Dt o ox oy oz

BT _90, Vvt
Dt ot

Yine érnek olarak 6zgul kutledeki degisim maddesel tireve bagli olarak
asagidaki gibi verilebilir;

Do _%, % ,,%°, %

Dt ot OX oy oz

Buradaki; Dp/Dt: herhangi bir tanecigin akim alanindan gecgerken &6zgul

kutlesinin maddesel tirevi olarak isimlendirilir. Esitligin sag tarafindaki son Ug¢
terim herhangi bir t aninda hareket dogrultusunda 6zgll katlenin degisimini
ifade ettiginden konvektif degisim, ilk terim ise herhangi bir noktada zaman
degisimi icerisinde 6zgul kitle degisimini ifade ettiinden lokal degisim adini
alir.

Maddesel tirev hareket eden tanecigin herhangi bir 6zelliginin zamanla
degisimini bulmak igin kullaniimasinin yaninda diger alanlarda da kullanilabilir
Maddesel tirevin herhangi bir alana uygulanabilmesi igin iki kosul vardir.
Bunlar; ele alinan parametrenin, alan tanimi ile hiz alani tanimidir.

4.7. Akim Cizgisi Koordinatlari

Pek c¢ok akista, akisin akim cizgileriyle ilgili koordinat sistemini
kullanmak gerekebilir. Buna bir érnek olarak Sekil 4.2’de gdsterilen duzenli, iki
boyutlu akim verilebilir. Bu tir akimlar kartezyen koordinatlariyla, r ve 8’yi iceren
kutupsal koordinatlarla ya da akim gizgisi koordinatlariyla gosterilebilir. Akim
cizgisi koordinat sisteminde akim ¢izgisi boyunca (s) ve akim ¢izgisine dik (n)
sembollyle akig tanimlanir. Sekilde bu yondeki birim vektorler (S) ve (n) ile
gosterilmistir. Koordinat uzakhigini gésteren (s) ile birim vektor olan (s) birbirine
diktir. Ancak sabit (n) ve sabit (s) cizgileri duz degildir. Akim cizgisi
koordinatlarinin en blyulk yarari hizin strekli (s) dogrultusuna teget kalmasidir.
Yani V =V.5dir. Bu, akiskanin tanecik ivmesini tanimlamada ve akimla ilgili
problemleri ¢dzmede kolaylik saglar. Ornegin diizenli ve iki boyutlu akimda
ivme asagidaki gibi yazilabilir.
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¥
$=55 ft=rg
n=n
5=8, :
5= 0 n= 0o
Akim
— 7quzglsi
;’ A
] 5
¥
— 4
s S

_ DV L
aZFtZaS.S"ran.n
2
aovg, V5
0s R
Skaler formda ise
1/2

a=(a%+a?)
ov
ag =V.g ve 0, =—

bigiminde yazilabilir. Burada; R egrilik yaricapidir. ivmenin ilk terimi akim gizgisi
boyunca olusan konvektif ivmeyi, ikinci terim (V?/R) ise akiskan hareketine dik
santrifj ivmeyi verir. Birim vektér (n)’in akim gizgisinden egrinin merkezine
dogru yoéneldigi unutulmamalidir (Munson vd. 1994).

4.8. Silindirikal (polar) Koordinatlar

Silindirikal koordinatlarda r, 6 ve z koordinatlari kullanilir (Sekil 4.3).
Sekilde;

r = z ekseninden olan radyal uzaklk

0= x eksenine paralel bir ¢izgiyle r arasindaki agi
z= z ekseni boyunca &lgulen uzakliktir.
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Sekil 4.3. Silindirikal koordinatlar (Munson vd. 1994)

Sekildeki P noktasinin hizi vi: radyal hizi ve tegetsel hiz ve vz: aksiyal
hiz bileseni olmak Uzere asagidaki gibi yazilabilir.

& +Vy.8, +V,.

(el

V=yv, ,

Buradaki; €,,&é,ve &, ilgili birim vektdrlerdir. Silindirikal koordinatlardaki
maddesel tirev;

_ DV &V & 1. oV
d=—=—+—V, +—.— —_—

Dt dt or r oo oz

olarak yazilabilir (Munson vd. 1994).

4.9. Akiskanlarin Kinematigiyle ilgili Uygulama Ornekleri

ORNEK-4.1: Ug boyutlu bir akimda hiz bilesenleri u= 4x, v= 4y ve w= -8z olarak
verilmigtir.

a) Bu akim dizenli akim midir?
b) A(2, 4, 6) noktasindaki hiz ve ivme bilesenleri ile bileske hiz ve ivme
degerlerini bulunuz.

Coziim:

a) Bir akimin diizenli akim olabilmesi i¢in hiz bilesenlerinin zamana gore kismi
turevlerinin sifir olmasi gerekmektedir. Yani;

g v, aw_
ot ot ot
olmalidir.
o(4x) _ 0 o(4y) _ 0 o(-8z) _ 0
ot ot ot

oldugundan akim dizenlidir.
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b) A(2, 4, 6) noktasinda x= 2, y= 4 ve z= 6’dIr.
Hiz bilesenleri;

u=4x = 4(2)=8 mls

v=4y = 4(4)= 16 m/s

w=-8z= -8(6)= -48 m/s
Bileske hiz degeri (V);

V= (U2+v2+z2)12

V= (824+162+(-48)2)1/2

V=51,22 m/s
ivme bilesenleri;

Xx=2,y=4ve z=6

ou ou ou ou

« TV o + W. 5 + E
a, =4x4+4y.0+(-8z2).0+0

a, =32m/s?

ay= 4x.0+4y.4+(-82).0+0
ay= 64 m/s2

ow oW oW  ow
a,=U—+V.—+W.— +—
ox oy oz ot

a, =4x.0+4y.4+(-8z).0+0

a, =384m/s?
Bileske ivme (a);

a=(aj +aj +al)"? =(32° + 64% + 384°)"'?
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a=390,61m/s”
ORNEK-4.2: Titresimli yagmurlama bashgindan ¢ikan suyun hizi

V= uo.Sin{w{t - lﬂ? +Vo)
Vo

ile verilmektedir. Burada uo, w ve vo sabitlerdir. (y) ekseni Gizerindeki hiz bileseni
sabit kalmaktadir (v=vo). Hizin (x) bileseni (y= 0’da) u=uo.Sin(w.t) olmaktadir.

a) t=0ve t=m=n/2.w’da orijinden gegen akim gizgilerini saptayiniz.

b) t=0ve t=mn/2.w’da orijinden gegen taneciklerin ydriingelerini bulunuz.

Coziim:

a) u= uo.Sin(w{t—lD ve v= Vo oldugundan akim gizgilerinin bulunmasi igin
Vo

kullanilan denklemi yazalim;

dy _v
dx u

dy _ Vo
dx  Ug.(Sin(w.(t—y)/vy))

Herhangi bir (t) zamani i¢in bu denklemin integrali alinirsa;

Ug .(VWOJ.COS|:W{'[ - VLH SVEXHC o Q)
0

elde edilir.

Burada;
¢ : Sabittir. Orijinde (x= 0 ve y= 0) ve t= 0 aninda gegen akim gizgisi
icin, (c) nin degeri ilgili degerleri yerine koyarak (1) nolu esitlikten;
_Ug.Vg
Cow

C

olarak bulunur. Bu nedenle bu kosuldaki akim cizgisi icin akim ¢izgisi esitligi
asagidaki gibi yazilabilir.

x =0 {Cos(MJ —1} ......................................................................... 2)
w A
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Benzer sekilde t= n/2.w icin de orijinden gegen akim ¢izgisi icin (c) sabiti (1)

esitliginden sifir bulunur.
c=0

Buna gore orijinden gegen bu akim gizgisi i¢in esitlik;

X = Y .Cos{w{i —lﬂ ya da
w 2W Vv,

bulunur. Yukarida buldugumuz iki akim cizgisi ayni degildir. Clnki akim
diizensizdir. Ornegin orijinde (x= 0 ve y= 0) ve t= 0'da hiz \7:v0.] olurken

t =n/2.w’daki hiz V= uO.T+VO.] olmaktadir. Buna gore orijinden gegen akim

¢izgisinin agisi zamana gore degismektedir.

b) Bir tanecigin yoringesi yani zamana bagli olarak konumu, hiz alanindan ve

hizin tanimindan bulunabilir;

dx
u=—
dt

-2
dt

dx_ uOSin{w{ —lﬂ
dt V,

dy

\Y
da °

bagintilarini buluruz. Buradaki son esitligi entegre edelim.

YZVOIHCL e

Burada;

c1 : Sabittir. (y)'nin degerini yukarida yerine koyalim.
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X = {uo.Sin(Cl'Wﬂ.t F Gy s (5)
VO
Burada,;

c2 : Sabittir. Orijinde (x=y=0), t= 0 aninda (4) ve (5) esitliklerinden
c1=c2= 0 bulunur. Buna gére ydringe;

XT OV YT V0L oo e e (6)

bulunur. Benzer sekilde t=m=/2.w’de orijindeki tanecik icin (4) ve (5)
esitliklerinden;

A
Cl = __0
2w

.U
C2 = 0
2w

bulunur. Buna gére bu tanecigin yériungesi;

s
X = UO.(t—m]

y:vo.(t—ﬁj .................................................................... 7

bicimindedir. Bu esitlikteki (t)’yi elimine ederek ya da t > 0 alarak x(t) ve y(t)'nin
konumu yardimiyla yéringe cizilir.

Akigkan duzensiz oldugundan akim cizgileri ve ydringeler Ust Uste
cakismazlar.
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ORNEK-4.3: Bir akiskan hareketinde hiz alani bilesenleri (t>0) igin u=x.e™
ve v=y ve w= 0 olarak verilmigtir.

a) Akim gizgisi denklemini bulunuz.
b) Tanecigin yoriinge denklemini ¢ikariniz.

Coziim:
ax_u
dy v
dx _ xe™
dy vy
dx _dy
xet vy
Iny =e'lnx+c
Iny—e'lnx=c
Iny.eet =0
bulunur.

c) Yoéringe denklemi tanecik koordinatlarinin zamanin fonksiyonu oldugu
g6zoniunde bulundurularak integral alinarak elde edilir.

dx _t
u=—=xe
dt

dy
V=——=
a Y

ax_ e dt
X

Inx=-e'+c

W _ gt
y
Iny=t+c
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ORNEK-4.4: Diizenli, iki boyutlu bir akiskanin hiz alani;
~ \ -
V=] =2 |(xi-vyj

[ )b -3

olarak verilmistir. Bu akimin ivme alanini bulunuz.

Coézim:

i- 20 -2 vI)V)

NN

a=—+u. . w.
ot OX oy oz

Hiz alanindan;

elde edilir. Dizenli akista o()/6t=0'dir. iki boyutlu akimda w=0 ve

o()loz =0’drr.
Buna gore;
= ov oV
d=U—+V.—
OX oy

[l o

V5 .X
0
ay =—
L
2
V.
a:0y



Akiskanin (x) ve (y) dogrultusunda ivmesi vardir. Akis duzenli oldugundan lokal
ivme yoktur ve verilen noktadan akigskanin hizi zamanla degismez, sabittir.
Bununla birlikte, tanecigin yoriingesi boyunca bir noktadan diger noktaya hizin
degisimi nedeniyle konvektif ivme vardir. Hiz vektdriyel buyuklik oldugundan
hem yénu ve hem de degeri vardir. Bu akimda akiskanin hiz degeri ve
dogrultusu konuma bagli olarak degisir.

Bu akista ivmenin degeri orijindeki merkezi dairelerle sabittir. Bu durum
asagidaki formulden de gorilebilir.

a=[d = (a2 +a2+a2)"?)

i :(V_LOT'(XZ w7}

Ayni zamanda ivme vektori x ekseninden belirli bir (0) aciyla tanimlanir.

a
0= arctane[—yj = arctar(xj “dir.
a, X

ORNEK-4.5: Bir miitesebbis bir fabrikada kolay bozulabilen bir iriin imal
etmektedir. Fabrikanin konumu x= 0 ve Urinun dagitilacag: bélgeler x>0 ile
gosterilmektedir. Urliniin satis fiyatini (P); imal tarihinden itibaren gecen siire (t)
ve Urinudn dagitilacagr bdlgenin fabrikadan olan uzakhdi (x) belirlemektedir.
Yani P= P(x, t)ydir. Herhangi bir yerlesimde Urinun fiyati zamanla azalmakta
olup bu azalisg;

P®_

—C
ot 1

ile gosterilmektedir. Burada (ci) pozitif bir sabittir (dolar/saat). Maln gemiyle
iletimine bagl olarak malin satis fiyati (P),

oP

Z ¢
OX 2

formuline gore artmaktadir. (cz) sabit olup (dolar/km) ile tanimlanmaktadir. Eger
Uretici dagitim guzergahi boyunca malini hep ayni fiyatta satmak isterse hangi
hizla gitmelidir.

Cozim:

Verilen bir grup mal i¢in fiyatin zamanla degisimi maddesel tirev kullanilarak
asagidaki gibi elde edilebilir.
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DP oP -, OP op oP oP oP oP
—=—+VVP=—+U—+V—+W.—=—+U—

Dt ot ot oX oy oz ot OX
Burada hareketin bir boyutlu oldugunu kabullendik ve V =u.i aldik. u: Uriiniin
tasindigi glzergahtaki hizidir. E§er Grinin dagitim glizergahi boyunca fiyati
sabit kalacaksa DP/Dt= 0 olmalidir. Ya da

oP oP
—+Uu—=0
ot OX

olur. Buna goére dagitim hizi (u);

y_OPlat ¢
Plox c,

bulunur. Burada lokal etkinin (6P /aot)neden oldugu fiyat azalmasi, konvektif etki
(u.oP/ox) tarafindan neden olunan fiyat artisiyla dengelenir. Daha hizli yapilan

bir dagitim Grinin fiyatinda artisa neden olacaktir (DP/Dt>0 olup Uriin
bozulmadan satis merkezine Griin daha erken ulasacaktir). Daha disik hiz ise
Urinin daha dusuk fiyatla satiimasina neden olacaktir (Bu durumda DP/Dt<0
olup fabrikadan uzak olan yerlerdeki fiyat artisi bozulmanin meydana
gelmesiyle azalacaktir).

ORNEK-4.6: Asa@idaki sekilde verilen boruda Vi= 0.50 t (m/s) ve V.= 1.0 t
(m/s) olup t(s) zamani gostermektedir. (1) ve (2) noktalarindaki lokal ivmeyi
bulunuz. Iki nokta arasindaki konvektif ivmenin isaretini agiklayiniz.

Cozim:
Lokal ivme a = oV/at’dir.
(1) noktasi igin;

a; = @ =0,5 m/s?

(2) noktasi igin;

a, = % =1m/s?
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Akigskan (1)den (2)ye akarken hizi artmakta ve (Vi), (Vz2)ye
yikselmektedir. Bu boélgede oV /ot sifir olsa bile (ki burada sifir degildir)
akigkan taneciklerinin bir ivmesi vardir yani a, = ou/dox’dir. (1) ile (2) arasinda

hizin artmasi yani ax ivmesinin biylimesi i¢in éu/dx > 0’dir. Yani pozitiftir ve
akiskanin ivmesi artar.

ORNEK-4.7: Bir liile akigkani dogrusal olarak (V1)den (V2)'ye gikaracak sekilde
tasarlanmistir. Yani hizin denklemi V= ax+b seklindedir. Hiz x1= 0’da V1= 10
m/s ve x2= 1 m’de V2= 25 m/s olarak verilmistir.

a) Lokal ve konvektif ivmeyi,
b) (1) ve (2) noktalarindaki akiskan ivmesini bulunuz,

c) Eger akim diizensiz (8V/ét =0) ise ve oVy/ét = 20m/s?,éV,/ot = 60m/s?
olarak verilmigse (1) ve (2) noktalardaki ivmeleri bulunuz.

Cozim:
a) x1= 0, Vi= 10 m/s ve V= ax+b’den b=10

x2= 1 m, V2= 25 m/s ve V= axt+b’den a= 15 bulunur. Buna gobre hiz
alani;

V = (15x +10)i => U = (15X +10)i

elde edilir. Akim dizenli oldudu igin ou/ot=0’dir.

= (15x +10).(15)

Konvektif ivme= u@ = (15x +10)M
OX OX

u.a—u =225x +150
OX

b) (1) noktasindaki ivme;
x1=0

a; =2251)+150
a, =150m/s?

(2) noktasindaki ivme;
X2=1m
a, = 2252)+150

a, = 375m/s?
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¢) Akim dizensiz oldugundan ivmenin degeri asagdidaki gibidir.

ou ou
a=—-+u—
ot OX

(1) noktasi igin;
a; =20+150
a, =170m/s?
(2) noktasi igin;
a, =60+375
a, = 435m/s’
ORNEK-4.8: Bir akiskan (Vo) yaklasma hiziyla sekilde goriilen (a) yaricapl bir
kiurenin etrafindan akmaktadir. Kiirenin ylzeyindeki akiskanin hizi V= 2.V0.Sin6

bagintisiyla verilmektedir. Silindirin ylzeyindeki yatay ve disey ivme
bilesenlerini (Vo), (a) ve (6)’ya baglh olarak bulunuz.

Cozim:
Problemin ¢ézimuinde silindirikal koordinatlardan yararlanalim.

oV oV 10V oV
=—+ \% - VG +§.VZ

a —.v, —
ot or r 00

Akim duizenlidir ve bu nedenle oV/ét=0’dir. Hiz denklemi yalnizca (0)'ya
bagiml oldugundan oV /or ve oV /oz degerleri sifirdir.

Yatay bilesen (ax);
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1oV
x =77 Vox

r 00
r=a.Coso

N _ 2.V,.Cosb

00
Vo, = V.C0s(90 - 6)
Vox = V.Sind

Voy = 2.V,.Sin%0

1 .
8= o 2.V, .Cose)(z.v0 .S|n29)

VAVERSS
a, =T°.S|n29

ivmenin diisey bileseni (ay);

a 1N,
A

r=a.Cos6
N _ 2.V,.Cosb
00

Vgy = V.Sin(90 - 0)
Vgy = V.CosB
Voy = 2.V.Sin0.Cosd

Buna gore;

1 .
ay=—— (2.V,.C0s0)(2.V,Sin6.Coso)

2

4\
a, =—2 bulunur.
a

138



ORNEK-4.9: Bir akiskan sekilde gériildiigii gibi akim cizgisi boyunca
akmaktadir. 6V/és=3s,V=10m/s, R=10m olarak verildigine gére (A)

noktasinin ivmesini bulunuz. ivmenin egimini ve x ekseniyle yaptigi aciyi
bulunuz.

R=10m

Coziim:

Akim ¢izgisi koordinatlarinda ivmenin degeri akim ¢izgisi boyunca
a, = V(oV/os), akim gizgisine dik yénde an= V?/R'dir.

aS:v.%

a; =(10m/s).3s™%)
ag = 30m/s?

V2 _(1om/s)?

a, =
" R 10m

a, =10m/s®
a= (aﬁ + ag)uz
a=(@om/s?f + (3omis?)?)2

a=31,62m/s?
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ivmenin egimi=tan6 = G _ 10
a;, 30

6= 18.43°

(x) ekseniyle yaptigi agi= 18.43 + 30= 48.43° olur.
ORNEK-4.10: Asagidaki sekilde gériilen hunide su akmaktadir. Hunideki akis
yaklasik olarak radyal olup (0) noktasindan dik gegmektedir. Hiz alani V= c/r? ile
verilmektedir.
Burada;

c : Sabit,

r : Radyal koordinattir.

Eger hizV= 0.4 m/s ve r= 0,1 m alinirsa (A) ve (B) noktalarinin ivmeleri ne olur?

Coziim:
Silindirikal koordinatlarda ivmenin degerini yazalim.

ov oV 10V oV
=—+ +—.—.ve+§.vZ

a —.V,
ot or 2 00

a=0+yv,+0+0
or

oV
a=—V,
or

(c) sabitini bulalim.

V=—
r2
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c=V.r2
c= (0,4 m/s).(0,1 m)?

c=4.103m3/s

v _ac/r?)
or or

o 2

ER
V= c/r?

Buna gore (A) noktasinin ivmesi (an)

a.A = ar Vr
_2cc_ 2c _-2(410°%m?/s)
e S B 5
r’r r (0,1m)
a=-3,2 m/s?

(B) noktasinin ivmesi (as)
once |OB| =r uzakligini bulalim.

tan0 = 012m
0,2m
0 =30964°

. 0,1m
Co0s(30,964)

r=0,11662m
oV
a.B = Evr

o - -2.c  -2.(4.10° m%9)?
BT (0,11662 m)®

ag = —148m/s?
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ORNEK-4.11: Hava asa@idaki sekilde gorilen bir boruyla iki disk arasina
verilmekte ve V= Vo.R/r hiziyla almaktadir. R: diskin yarigapi, r: radyal koordinat
ve Vo: diskin sonundaki akigkan hizidir. Eger r= 1m, 2 m ve 3 m iken Vo= 5 m/s
ve R= 3 m kosulundaki akiskan ivmesini bulunuz.

Disk

—R
Wfoaz}znofzf nmdavvnav'{/ |
r
pall | —.l--"luro
oy W
v
Boru

Silindirikal koordinatlardaki ivmeyi yazalim.

Coziim:

oV
a=—.uy,
or
N _-V,.R
or r2
V, =V,R/r
V,R R
a=|-— | V. —
( r? J( ° rj
_ V¢R?
r3
2 2
r=1migin a:_% =-225m/s?
2 2
r=2migin a= —% =-28125m/s?
m
2 2
r=3 igin a=—%:—833aﬂ/s2
m
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