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9.4 Tabakali Ornekleme

Uyarl Tabakali 6rnekleme tahmin edicisinin degiskest, S%, Y=y,i= I,.., kkosulu
altinda gerceklestirilen no, tane benzetimden elde edilen 6rneklem degiskesi olarak
tamimlanarak tahmin edilebilir. Bu durumda D[X|Y = y.]'nin sapmasiz bir tahmin edicisi
Sf iken % Zif;l 0; Sf’de, D[&]’nun sapmasiz bir tahmin edicisidir. O




Ornek 9q lyi giinlerde miisteriler sonsuz bir hizmet kuyruguna saatte 12 siklikli
Poisson bir siirece gore gelirken, diger giinlerde saatte 4 siklikli Poisson bir siirece
gore gelmektedir. Tiim giinlerdeki hizmet siireleri saatte 1 siklikli iistel dagilmaktadar.,
Her giin 10 saat hizmet verildikten sonra dizge kapatilmakta ve hizmet i¢in kuyrukta
bekleyen tiim miisterilerin hizmet alamadan dizgeyi terk etmesi istenmektedir. Haf-
tanin her giiniiniin bagimsiz olarak 0.05 olasilikla iyi bir giin olacagini ve hizmet ve-
rilemeyen giinliik ortalama miisteri sayis1 6’y1 benzetimle tahmin etmek istedigimizi
varsayalim.




Ornek 9r Ornek 9k’de

:B[M]

oldugunu gostermistik. w’yi U,, . . ., U ’leri iiretip,

i g;\/l W)+ — D/nP

tahmin edicisini kullanarak tahmin edebiliriz. Aslinda, yukaridaki tahmin edici karsit
degiskenler kullanilarak

n
j=

. (\/1—[(U +j = D)/nP +\/1—[(J—U)/n])
1

biciminde iyilestirilebilir.




.y

D*[X,Y]
D[Y]

Onerme

BIDIX|Y]] < DIX] -

Onermeyi ispatlamak i¢in dnce temel bir teoreme gerek duyacagiz..

Temel Teorem

DX, Y] = D[B[X]|Y],Y]




Ornek 9s Bir video poker oyununda, oyuncu makineye 1 dolar atmakta ve makine
bes kagithk rasgele bir el dagitmaktadir. Sonra oyuncunun bu kagitlardan kimisini
atmasina izin verilerek, atilan yerine geri kalan 47 kagit arasindan yenti bir tanesi kon-
maktadir. Elindeki son kagitlarin diizenine gore oyuncuya ddeme yapilmaktadir.

El Odeme
Royal renk 800
Sirali renk 50
Kare 25
Ful 8
Renk 5
Kent 4
Uclii 3
iki ¢ift 2
Yiiksek ¢ift (Vale ya da daha iyisi) 1

Diger 0




S

9.5 Tabakali Ornekleme
Uygulamalari

» |zleyen alt kisimlarda, Poisson gelisli
dizgelerin cozumlenmesinde, bircok
degiskenin tekduze islevlerinde, ve
bilesik rasgele yoneylerde
tabakalamali ornekleme dusuncesinin
nasil kullanilacagini gosterecegiz.




Cozumlenmesi

Ornegin, cok sunuculu paralel bir kuyruk dizgesinde D, t anina kadar gelislerin
dizgedeki oyalanmalarinin tiimiiniin toplamui olabilir. B[ D] yi benzetimle tahmin etmek
icin asagidaki yaklasim Onerilebilir. 7 anina kadar geliglerin sayist N(7) olmak tiizere,
herhangi belirli bir tamsay1 deger m i¢in, 6nce

BID] =Y BIDIN() = jle () /j1 + BIDING) > m)

Jj=0

X (1 =Y ety /j!) (9.9)
j=0

olduguna dikkat edelim. B[D|N(z) = 0]’nin kolayca hesaplanabildigini ve boylece her
gelisin hizmet siiresiyle birlikte gelis zamanlarinin bilinmesiyle D’nin belirlenebile-
cegini varsayalim.




AbpM 1:
ADIM 2:

ADIM 3:
Abpim 4:

ADIM 5:

ADIM 6:

N =1 olsun. Rasgele bir U, sayisi iiret ve § = {#U, } olsun.

tU, anindaki geligle N(z) = 1 oldugu varsayilsin. Bu geligin hizmet siiresini
liret, ve buna gore D’yi hesapla. Bunu, D, ile goster.

N =N + 1 olsun.

Rasgele bir U, sayisi iiret, ve tU,’yi, S kiimesi dgeleri artan sirada olacak
bicimde uygun yere koy.

S, N tane gelis zamanim belirlemek iizere N(¢) = N olsun; U, anindaki

gelisin hizmet siiresini iiret ve, Onceki tiretilmis diger gelis zamanlarini kul-
lanarak, D degerini hesapla. Bunu, D, ile goster.

Eger N < m ise Adim 3’e don. N = m ise, m’y1 asmaya kosullu N(7)
degerini iiretmek icin ters doniisiim yontemini kullan. Uretilen deger
m + k ise, k tane ek rasgele sayi iiret, her birini ¢ ile ¢arp, ve bu k tane
sayly1 S kiilmesine ekle. Bu k tane gelisin hizmet siirelerini iiret ve 6n-

ceki liretilmis diger gelis zamanlarini1 kullanarak, D degerini hesapla.
Bunu, D ile goster.




DIE] < DID]

Apm 1:  m degerini agsmaya kosullu N(7)’ninkiyle ayni dagilimli rasgele
bir degiskenin N’ degerini,
(AD*/ k!
Y e A/ KL

O[N =k} =

olmak tizere, iret.
Apiv 2:  Bagimsiz (0, 1) tekdiize A,, . . . , A,, rasgele degisken degerlerini

uret.
Apiv 3:  Bagimsiz hizmet siireleri S, . . ., §,, rasgele degisken degerlerini
ret..
Abpmm 4:  Ar ortalamali Poisson rasgele bir degiskenin N(r) degerini tiret.
AbmMS: N =jsmise, D= Dj degerini hesaplamak i¢in, S, . . ., Sy
hizmet siireleriyle birlikte A , . . . ,Aj gelis zamanlarini kullan.
Apmm 6:  N(2) > mise, D =D_  degerini hesaplamak i¢in, S, ..., S,,
hizmet siireleriyle birlikte A , . . ., Aj gelig zamanlarim kullan.




9.5.2 Cok-boyutlu Tekduze
Islevlerin Tumlev Hesabi

Yani, x,, . .. X s Xy s X sabit degerlerine gore, g(x, . . . b Xy ,xn)
isleviheri=1,...,ni¢in xi’de artsin. EgerY = II'_, U; olsun dersek, o zaman, hem
Y hemde g(U,, ..., Un)’nin her ikisi de Ul.’nin artan iglevleri oldugundan, B[D[g(U,,
..., U)1|YT’nin genellikle gorece kiiciik olmasi beklenir. Dolayisiyla, 6’nin tahminini
IT’_, U/ ye kosullayarak yapmayi diistinmeliyiz. Bunun i¢in, once

(a) TII'_,U;nin olasilik dagilimini,
(b) TI'_,U;nin belli bir aralikta olmaya kosullu olarak nasil tiretilecegini;
(c) [ITi_,U;degerine kosullu U,, . .., U degerlerinin nasil iiretilecegini

belirlememiz gerekir.




Negatif olmayan tamsay1 degerli rasgele bir N degiskenin olasilik kiitle iglevi
o(n) = O{N =n}

olsun ve N’nin, F ortak dagilim iglevine sahip bagimsiz ve aymi dagilmlhi X, X, . .
., rasgele degiskenler ardigimindan bagimsiz oldugu varsayilsin. O zaman (X, . . .,
X)) yoneyine bilesik rasgele bir yoney denir. (N = 0 oldugunda, bilesik yoneyin bog
yoney oldugu soylenir.)




0.5.4 Ard-Tabakalamani I

N
Kullaniimasi

Buna bir drnek olarak, X = (X,, ..., X)) nin tekdiize artan bir iglevi & olmak tizere,

0=B[h(X,, ..., X)]degerini tahmin etmek istedigimizi diigiiniin. Eger Z; _1 Xi idagilim
biliniyorsa, o zaman etkin olarak bu toplam tizerine ard-tabakalama yapilabilir. Boyle
oldugunda asagidaki durumlar1 gbz Oniine alalim.




9.6 Onem Orneklemesi

¢’ y1 benzetimle tahmin etmek icin bir bagka yol, g(x) = 0 oldugunda f(x) = 0 olacak
bicimde g(x) bir baska olasilik yogunluk isleviyse, o zaman X rasgele yoneyinin g(Xx)
ortak yogunluguna sahip oldugunu vurgulamak iizere Bg yazilarak, 6’ nin

0 =/Mg(x)dx
g(x)

. [h(X)f(X)]
1 gX)

biciminde ifade edilebilecegini gormektir.

(9.12)




« Ornek 9t

Eger f, o 6l¢timoteli bir Bernoulli kiitle isleviyse, o zaman

f(x)=0"(1—-0)"* x=0,1

oldugunu biliyoruz. Buradan, M (t) = B[e'*] = oe' +1 — o ve

1
filx) = MO

_ oe' * 1—o0 =
" \oer+1—o0 oet +1— o

elde edilir. Yani, f; o, = (0e")/(0e' + 1 — 0) dlglimoteli bir Bernoulli rasgele degiske-
nidir.

(0e')* (1 — 0)'™




6rnek Qu Xpponns Xn’ler sirasiyla f;., i=1,...,nyogunluk (ya da kiitle) islevine
sahip bagimsiz rasgele degiskenler olsun. a, toplamin ortalamasindan ¢ok daha biiyiik
olmak iizere, toplamlarinin en az a kadar olma olasiligim yaklasiklamak istedigimizi
varsaymn. Yani, T= ) | X;vea > > . , B[X;]olmak iizere,

0 =O0(T>a)

olasiligini tahmin etmek istiyoruz. G{T = a}, T = a ise, 1; degilse O ve f=(f}, ..., f)
olmak iizere,

0 = B¢lG{T > a}]

olur.




Ornek 9v Miisteri gelisleri arasindaki ardisik siirelerin f yogunluk islevine ve
hizmet siirelerinin g yogunluk 1slevine sahip oldugu tek-sunuculu bir kuyrugu goz
oniine alahm. D , n’inci gelisin kuyrukta bekledigi siireyi gostersin, ve a, B[D |’den
¢ok biiyiik oldugunda, a = O{D, = a}’y1 tahmin etmek isteyelim. Ardigik geligler arasi
ve hizmet siirelerini, sirasiyla, f ve g’ye gore iiretmek yerine, belirlenecek pozitif bir
say1 ¢t olmak tizere, f_ ve g 'ye gore iiretebiliriz. f ve g yerine bu dagilimlar kullanildi-
ginda, (—t < 0 oldugundan) daha kiiciik gelisler aras1 ve daha biiyiik hizmet siireleri ile
karsilasilacagina dikkat ediniz. Dolayisiyla, f ve g yogunluklarini kullanarak benzetim
yapmaya gore, D > a olma sansi daha biiyiik olacaktir. T , ilk n gelis siireleri toplamu,
Y , verilen ilk hizmet siireleri toplami ve M . ve Mg, sirasiyla, f ve g yogunluklarinin
moment iireten islevleri olmak iizere, a’nin 6nem Orneklem tahmin edicisi,

& = G{D, > a}le'" """ [M;(—t)M,(1)]"

olur. Kullanilacak ¢ de8eri, birka¢ farkli secenek denenerek belirlenmelidir. O




Ornek 9u

), CHR X N’ier, (her biri —u ortalamal ve 1 degiskeli normal olan) benietilmi§ degis-
kenler, ve

G_{l SV X, > B

|0 diger durumda

olmak iizere, f 'nin ¢ ortalamali ve 1 degiskeli normal yogunluk oldugu, benzetimin
bu yiiriitmesindeki #’nin tahmin edicisi,

N
f,u(Xi)
[ 755] o1

i=1

olur.




Ornek 9x X=(X,,...,X,y,), (1,2,..., 100)iin rasgele bir dizilimi olsun. Yani,
X seckisiz (100)! dizilimden herhangi biridir. Benzetimle,

100
0=0 [ijj > 290, 000]

J=1

degerini tahmin etmek isteyelim. & nin biiylikliigiine iliskin bir sezgi edinebilmek
i¢in, ortalamay1 ve Zi‘fl j X ;/mn standart sapmasini hesaplamayla baslayabiliriz.




' B[T] = 68.43 olur. Buna gore, 1/(i + 2) - 0.14, i = 1, 2, 3, 4 siklikl1 X, iistel
rasgele degiskenlerinin k tane kiimesini iiretelim, ve j’inci kiimenin toplami1 T,j=1,
2,3, 4 olsun. O zaman, C = 81.635 olmak iizere

k
Y TG > 62)e "% ile BITG(T > 62)]

Jj=1

C
k

= 0

k
ZG(TJ- > 62)e %55 ile B[G(T > 62)]
j=1

tahmin edilebilir ve @’nin tahmin edicisi de

S TiG(T; > 62)e 145

6 =
> G(T; > 62)e 14

olur. n




Ornek 9z Onem orneklemesi ve kosullu beklenti kimi zaman,

f(X)]
B;[X]1= B |B;[X|Y]] = B, | B;[X|Y]—
/[X1= B, [B[X|Y]] g[ X1 ]g(X)

ozdesligi kullanilarak birlestirilebilir. Ornegin, X , ve X, 1 ortalamali bagimsiz listeller
olmak iizere, O{X, + X, > 10} = B[G(X, + X,) > 10]"un tahmin etmek isteyelim. Bunu
onem Orneklemesi yoluyla tahmin etmek istersek, X, ve X, ortalamasi 5 olan bagimsiz
iki tistelin yogunluk iglevi g olmak iizere, g’ye gore X, X, tiretilir ve tahmin edici
e~ (X1+X2)

G{X] —I—Xg > 10} 1
25

o~ (X1+X0)/5 25G{X) + X, > 10} 5X17%) < 2578

olur. Diger yandan,




9.8 liging Bir Hisse Senedi
Seceneginin Degerlendirilmesi

Simdiki zaman O olarak alindiginda, bir hisse senedinin y anindaki fiyat1 F(y) ile gos-
terilsin. Yaygin bir varsayim, hisse senedi fiyatinin zaman boyutunda geometrik bir
Browngil hareket siirecine gore evrildigidir. Bu, y anina kadar herhangi bir fiyat gecmisi,
t + y anindaki fiyatin y anindaki fiyata orani, ut ortalamah ve to? degiskeli lognormal
bir dagilim oldugu anlamina gelir. Yani, fiyat gecmisinden bagimsiz olarak,

o (F(t—l—y))
\"FO)

rasgele degiskeni, ut ortalamali ve to? degiskeli normal bir dagilima sahiptir. u
ve o Ol¢limotelerine, sirasiyla geometrik Browngil hareketin egilimi ve oynakligi
denir.




9.9 Ek: Tekdiize Islevlerin \

Beklenen Degerini Tahmin
Etmede Karsit Degisken
Yaklasiminin Dogrulanmasi

Teorem X, ..., X ler bagimsizsa, o zaman n degiskenin herhangi artan f ve g
islevieri icin, X =(X,, . . ., X)) olmak iizere,

BlfX)eX)l = BLf(X)] BlgX)] (9.19)
olur.
Sonu¢ (x,, ..., X)Xps s x ’lerin tekdiize bir iglevi ise, 0 zaman bagimsiz bir
Uu,..., U rasgele degiskenler kiimesi igin,

D[h(Ul"-°9Un)ah(1_U1 ''''' 1_Un)] go
olur.




