Yildizlarin Ic Yapisi ve Evrimi

Politropik Denklemlerin Cozumu



Vogt-Russell Teoremi

Yildiz yapisi belirlenirken 6nce kutlesini ve
kimyasal bilesimini belirleriz. Bundan
sonra 3 yardimci denklemi ve daha sonra
4 diferansiyel denklemi ¢cozeriz. Vogt-
Russell teoremi eger yildizin kimyasal
bilesimi ve kitlesi belli ise bu denklem
sisteminin yalniz bir c6zUmu vardir der.
eoremin ispati yapimamistir ve bugun
bazl ender durumlarda iki veya daha fazla
cozimuin mimkuin oldugu biliniyor.




Boyutsuz Degiskenler

Temel yapi denklemlerini cozerek her seyini
bildigimiz referans yildizi , indisi ile modelini
yapacagimiz yildizi da indissiz gosterelim.

T 5 R I m= M m
R R R, | M, ) ° (23)
Her iki tarafin diferansiyelini alirsak
dr R dn M
dr, R, dm, M, (24)

Bu ifadeler ile yildizin icinde yogunlugun
nasil dagildigini bulabiliriz.




Boyutsuz Degiskenler

Kutle denklemini yazalim ve her iki tarafini
son buldugumuz denklemler ile carpalim
dar 1 dr, R, dm M

dm 4zr’p dr R dm, M,

dr(droj dm ) dr, 1 (Roj M) 1
dm{dr Jldm, )] dm, 4zr’p\ R A\ M, 4zrp,

dizenledigimizde,

el )




Politrop

Bu sekilde her parametre icin boyutsuz
degiskenler tanimlayarak ve bazi yaklasimlar
yaparak yildiz yapi denklemlerini cozmek
olasidir. Ama ne olursa olsun bilgisayarda
saylisal olarak c6zmek en dogrusu.

Bu 7 yapi denklemini dogru olarak ¢c6zmek
bircok gokbilimciyi ugrastirmistir.
Yontemlerden birini de politrop modeller
olusturmaktir. Daha Once konveksiyon
konusunu islerken kullandigimiz bu kavrami
simdi biraz genisletelim.




Politrop

Ideal gaz yasasini biliyoruz.
N

P.V = NKT n= P, = nkT
Burada N, parcacik sayisi, n ise parcacik
yogunlugudur. Astrofizikte gaz yasasi bu
sekilde kullaniimaz, kitle yogunlugu
kullantlir. Farkli kGtlelere sahip parcaciklar

varsa o zaman n yerine, n=%~ Kullaniriz.
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Politrop

Adyabatik harekette gazin basinci ile hacmi
arasinda soyle bir baginti vardi.

. P :
PV’ = Sabit veya 7:Sab|t 7/=C—
o, v
Burada v, iki esas 6zgul i1sinin orani olup, adi

adyabatik Olcektir. Gaz basincinin bu sekilde
Ifadesine politropik durum denklemi denir.

Bu denklem
- nasil bu hale Pg =K p’
£ n geldi?
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Politrop

vy adyabatik olcek, n politropik 6lcege su
sekilde baghdir.

Yol (30)

n

Hidrostatik denge denklemini animsayalim
ve her iki tarafini r2p(r) ile carpalim.

dP(r) _ Gm(r) p(r) " PO s (31)
dr r2 p(r) dr

Her iki tarafin r'ye gore diferansiyelini
alalim.




Politrop

2
d{r-dP :_Gd_m (32)
dr\ p dr dr

Sagtaraftaki kitle sirekliligi ifadesini yerine
koyalim ve r?'yi sol tarafa alalim.

1 d{r°dpP
= -4 7G
r° dl’(p drj £ (33)

Bu denkleme dikkatle bakarsak basing

gradyenti sadece yogunluga baghdir. Bu
denklemden hareketle meshur Lane-Emden

denklemini elde edebiliriz.




Politrop

Simdi gaz basincini politropik dlcek ile
yazalim ve her iki tarafin r'ye gore tlrevini
alalim.

n+1

P,=Kp"=Kp"

1
d—P:K n+lpn dp
dr n dr

Bu ifadeyi 6nceki denklemde yerine koyalim

((n+1)Kj1 d| r* dp —
4znG Jridr| "2 dr

0




Politrop

p(r) icin iIkinci dereceden bir diferansiyel
denklem elde edilir. Bu denklemin ¢c6zumu iki
sinir deger gerektirir.

r=R IcIN p=0

r=0 Icin  dp/dr =0
Bu son sinir deger merkezde net cekim
kuvvetinin sifir olmasindan kaynaklanir.
Dolayisiyla dP/dr =0'dan hareketle elde

edilir. Bu denklemi cozmek icin boyutsuz bir
degisken tanimlayalim.




Politrop

p=p0 diferansiyeli dp=p.n0"d0 (38
Yerine koyalim 5 .
[ n-1,2
(n+1)Kj12 d| p.no n_rl do 0 (39)
\ 4znG )re dr o dr
\ (0.0") )

. . ((1/n)-1)
Sadelestirelim | (M+DK e 1 (289 g (ag)
4G re dr dr

A

r? dr

dr

(/n)-1) 2
[(n+1)K,OC ):az dersek a_i(rzdjj:_en (41)




Politrop

Denklemin sag tarafi boyutsuz oldugu icin
sol tarafin da boyutsuz olmasi gerekir yani
a uzunluk birimindedir. Simdi boyutsuz bir

degisen daha tanimlayalim
42y r=o& deferansiyeli dr =adg&

0 zaman denklemimiz,

ii( 2 d_QJ —_Q" (43)
g del " de

Bu ifadeye Lane-Emden denklemi denir.




Politrop

0'nin boyutsuz degisken &'ye gore degisimini
verir. Sinir degerlerine bakalim.

£=0 (yani r=0) icin 06=1 (yani r=0da p=p.)
do/d¢ = 0 merkezde cekimin sifir olmasi. 6=0
oldugu yerde yani ylizeyde ise &=¢; alacagiz.

Bu denklemde & degiskeni yaricapi gosteren
boyutsuz, 0 ise (0,1) araliginda degisen ve
yogunlukla ilgili boyutsuz degisen oldugunu
unutmayalim. Dolayisiyla L-E denkleminin
¢cOzumu bize yaricapin fonksiyonu olarak
yogunlugu verecektir.




Politrop

Adyabatik kosullar altinda ideal gaz yasasi
Pocpl ve Pocp’
O zaman, pocT?VDoT?" (44)

0 degiskenini animsarsak p=p0"

Bu durumda 0 sicakligin bir gostergesi olacak
ve boyutsuz &'ye gore degisimi verecektir.

Keyfi n degerleri icin bu denklemin sayisal
cOzumu vardir, analitik cozumu yoktur.




Politrop

Lane-Emden denkleminin belirli n degerleri
icin ise analitik cozumu vardir, sadece
n=0,1,5 degerleri icin.

n=0 sabit yogunlugu gosterir. n=0 icin 8"=1
ve p=p.0" den dolayl p=p,
ii(gazdﬁj . Integralini d9 & C

alirsak dé 3+§

&=0 da d&/d#=0 ikinci sinir kosulu geregi

C=0. Tekrar integralini alirsak
9:‘§2+c2 Birinci sinir kosulu <9=1—%




Politrop

n=1 icin L-E denklemi su sekli alir.
d20 2 dé

L2346

dg* &d¢

Bu denklemi ¢c6zmek icin yeni degisken
tanimlamaliyiz. y=6¢ o zaman denklem,

do _—y 1dy d’0 2y 2dy, 1d%y
e & Zde dg & Fde ¢de
O zaman yukaridaki 1d°y LA

denklemi su hale gelir. EdE? &




Politrop

Bu denklem y=sin ¢ koyarak cozullar. O
zaman,

T Grafik olarak,
5
-7 de 6=0 bu ol

ise yildizin ylzeyi < .|
demektir. Ondan
sonraki degerlerin
fiziksel anlami
yoktur.

9 1 2 5

& (mradyan birimEnde)



Politrop

=a& degisken donlisimini animsayalim.

Burada a, =
— ((n4+ 1g;K j b =
T

n=1 icin yildizin yaricapi bulunmus olur.

1/2
T

2

-1/2
n=5 icin 9=(1+%] , cr =0  olur.




Politrop

L-E denkleminin n=0 ¢b6zimunde p=p, Gikiyor
bu durum ancak dunya benzeri bir gezegenin
ic yapisl icin kaba bir yaklasimdir.

Son ¢6zUm n=5 de ise &=0o ciktigina gore
bu yildizin yaricapi sonsuz demektir!. n>5
icin tUm cOzumlerde yaricapin sonsuz
cikacagi gosterilebilir. Bunun anlami sadece
n<5 icin yildizin yuzeyi vardir. Normal
yildizlar icin sadece iki ilginc cozim vardir
n=1.5 ve n=3 ve n’'nin bu degerleri icinde
analitik cozum yoktur.




Politrop

1 (o]

C.8

. o

n=5

—

I
10

n=0,1,2,3,4,5
icin sayisal
co6zumler sol
tarafta. Analitik
cozumle
Kiyaslayin.




Politrop

L-E denkleminin sayisal cozimlerinin

sonuclari cizelgede gorulmektedir.

(52)
n CR {?J
g &=¢r
0 2.45 3.33 x 10-1
1 3.14 1.01 x 101
2 4.35 2.92 x 10-2
3 6.90 6.14 x 10-3
4 15.00 5.33 x 104




Politrop




Politrop

L-E denklemi sadece bir parametreye yani
politropik 6lcege yani n'ye baglidir. Verilen bir
n icin yildizin ic yapisinin modeli
olusturulmussa o zaman boyutsuz iki
Olceklendirilmis parametre ic yapiyi fiziksel
birimlerle gostermeli. Yani K'ya p.'ye M’'ye
R’ye bagli olmali. Eger belirli bir n icin L-E
denkleminin sayisal veya analitik c6zUmu
biliyorsak yildizin kitlesini ve yaricapini su
sekilde gosterebiliriz.




Politrop

Kn+1)? &0
G 47zj

R, =aé; = (—— p2&E, 0=0 icin £aufiy olditmayalim

R, SR
M, = [4zr®pdr=4ra’p, [ £20"dé  Bu sekilde elde
’ ’ edilen R ve M
td(,,de i ini
M., 24”053%]{—(52)}15 ifadelerini
oL dol” d¢ birlestirelim ve
3/12 3-n v v
M. :47{Kn+1} pczn{—gzdﬂ ortalama yogunlugu
S=CR

iy d& bulalim.

GN n+1 d&

n

1-n

3-n n-1 1/n T n_—3

R"™M™ :L burada Nn:(4”) [{_ Zd_‘g} J E "
§:§R




Politrop

1-n

3—n n-1 1/n T n_—3
RMPM? =L burada N_ = (47) —gzd_e £
GN =

n+1 d&

Burada N,, boyutsuz sadece n'ye bagh. O

zaman yildizin ortalama yogunlugunu da

hesap edebiliriz. 3M i{ zdé’}
E=tn

portzm:pc é:s _é: E

Ayrica merkezi basincit da hesaplayabiliriz

n

n+1
n+1

P=Kp" = nGI\:I burada W, = 3 2 N
R A7 Py
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