Kowalsky — Glassenapp Yéntemi

Bu yontem genel olarak P yoriinge donemi ve T enberi noktasindan gecis zamani
parametrelerinin bulunmasi amaciyla kullanilir. Kullanilacak formdiller Aitken’in “The Binary Stars” adli
kitabinda bulunmaktadir. Burada sadece yontem ve denklemler ayrintiya giriimeden verilecektir.

Orijinal yontemde x-ekseni dikagikhk yoni olarak segilmistir. Fakat yontemin modernize edilmis
halinde x-ekseni sagaciklik ve y-ekseni ise dikaciklik ekseni olarak kullanilir. Bu yéntemde gorunir
yoriinge elipsine iliskin denklem,

Ax?+ 2Hxy + By? + 2Gx + 2Fy +1 =0

seklinde kullanilir. Denklemde bulunan 5 adet katsayi, elips lizerinde bulunan bes adet 6zel noktaya
karsilik gelir (Sekil 4.19). ilk olarak her iki eksende, eksenler ile elipsin kesistigi noktalari ele alalim. y=0

icin genel elips denkleminden, Ax? + 2Gx + 1 = 0 ifadesi elde edilir. Buradan, x; + x, = —% ve

ve G =

X1Xp =+ ifadeleri bulunur. Bu denklemler sabitlerin bulunmasi amaciyla diizenlenirse, A =

L

x k—/yl/*:

Sekil 4.19. Kowalsky — Glassenapp yonteminde gorlinir elips Gizerinde secilen bes 6zel nokta

X1X2

X1+X . age
— =2 denklemleri elde edilir.
lexZ

r\!

-~

x=0 icin de B ve F katsayilarinin bulunmasi icin benzer ifadeler yazilabilir. H katsayisini bulabilmek igin xy
¢iftinin carpiminin en biyuk oldugu nokta dikkate alinir. Yukaridaki elips ifadesi ayni zamanda ekseni
bakis dogrultusu olan bir silindiri temsil eder.

Ayni noktadan gikan bir baska koordinat sisteminde, diiglimler dogrultusundaki eksen & (xi),
gercek yoriinge diizlemi ile 90° agl yapan eksen n (eta) ve bu diizleme dik olan eksen C (zeta) ekseni
olarak secilir.

Donlstm formdlleri oldukga basittir ve argiimanlari i ve Q2 olan sinisli ve kosintsli terimler
icerir. Burada &=0 alinarak silindirin gercek diizlem ile cakismasi saglanir.

85



yer dogrultusu

gergek
- yoriinge
dogrultusu

Sekil 4.20. Yoriinge ve iki farkh koordinat sistemi

Gergek yoringe elipsi ayni zamanda merkezi gercek elipsin odak noktasinda olan ve gergek elipsin yari-
biliylk ekseni ile odaktan gecen x’-ekseni dikkate alinarak yazilabilir. Bu durumda gercek elipsin
denklemini,

x' + ae)? "2
( k ) +(3’) _1
a b2

seklinde yazabiliriz. Eksenlerin cakismasi igin ifade ® agisi kadar dondirilerek digimler dogrultusu ile
cakismasi saglanir. Bu islem ¢ok iyi bilinen dénme ifadelerinin kullaniimasi sayesinde gergek elipsin ayni
eksen ve ayni orijindeki ifadesi elde edilir.

Her iki elips ifadesi birbiri ile ayni olmasi gerektigi dikkate alindiginda, katsayilari da orantili
olmalidir. Bu sekilde toplam alti denklem bulunur ve bu denklemler yardimiyla bes adet yoriinge
parametresi ve oranti katsayisl, f, hesaplanabilir. Sonug olarak bulunacak denklemler asagidaki gibidir,

f=mm=-%, p=al-e) (54)

Burada p, parametre uzunlugunu, a yari-bliyik eksen uzunlugunu ve e ise dismerkezlik degeridir.

tan?i

Tsin20= 2(H — FG) (55)
B c0s20= G2~ F*+ B -4 (56)
§+ta;;i=F2+GZ—(A+B) (57)
%sinw = +(F sin2— G cos ) cosi (58)
%cosa) = —(Gsin Q2+ F cos 0) (59)
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(55) nolu denklemin (56) nolu denkleme béliinmesi durumunda,

2(H-FG)

tan 2.0 = m (60)
ifadesi bulunur. Burada Q2<180° oldugu dikkate alindiginda Q agisi bulunur. Ardindan (55) veya (56) nolu
2
denklem kullanilarak ta:z L terimine iliskin sayisal bir deger bulunur. Bu ifadenin (57) nolu denklemde

yerine konulmasi ile 2/p? ve buradan ise p terimi elde edilir. Bu asamada hesaplanan p terimi
kullanilarak tan? i ifadesinden +i degeri bulunur.

(58) nolu denklemin (59) nolu denkleme bélinmesi halinde,

G cos 2—-F sin Q .
tanw = ————cos1 61
G sin £2+F cos 2 ( )

denklemi elde edilir ki bu denklem yardimiyla o agisi, bilinen parametreler dikkate alinarak
hesaplanabilir. Ardindan (59) nolu denklemi kullanarak e dismerkezlik degerini ve (54) nolu denklemden
ise a yari-buylk eksen uzunlugu bulunur. Bu yontemde gorinir yoriinge elipsi (izerinde secilen bes 6zel
noktanin koordinatlari okunarak sirasiyla, €2, i, o, e ve a parametreleri hesaplanabilmektedir.

Grafiksel yontem kullanilarak P dolanma donemi ve T enberi noktasindan gegis zamaninin
hesaplanmasi icin Kepler’in ikinci yasasi dikkate alinarak alan hizi hesaplanir. Goriinir yoriinge icin
2-alan=Ph’ elde edilir. Eger alan bir planimetre yardimiyla 6l¢tllrse buradan P donemi bulunabilir. Ayrica
gorundr yoriingeye iliskin alan degerleri eksenler yardimiyla da hesaplanabilir.

Enberi noktasi, gorlnir yoriinge ile gercek yoringenin ¢akistigi noktalardan biridir ve elipsin
merkezi ile parlak yildizi birlestiren dogrunun, yoldas yildiza en yakin oldugu konum olarak belirlenir.
Problem, yoldasin yoriingede bu noktadan ne zaman gectiginin hesaplanmasidir. Bu amacla enberi
noktasinin her iki tarafinda iki adet normal nokta alinarak t; ve t, zamanlari belirlenir. Enberi noktasina
gore t; ve t; zamanlari kadar uzakliklar icin s1 ve s, alanlari stiptrilecektir. Kepler’in ikinci yasasi (esit
zamanlarda esit alanlar stpurir) dikkate alindiginda

ss T—t
s, t,—T
ve buradan

T = Sty + 5ot
S1+ s,

ifadesi bulunur. Bu durumda problem si ve s, alanlarinin él¢lilmesi ile ¢dzilebilir durumdadir. Bir
planimetre yardimiyla veya baska bir yontemler s; ve s, alanlari 6l¢llebilir oldugundan enberi
noktasindan gecis zamani hesaplanabilmektedir. Daha glivenilir bir zaman bulabilmek amaciyla bu
hesaplama farkli t zamanlari dikkate alinarak tekrarlanir ve hesaplanan degerlerin ortalamasi alinarak en
iyi T degeri belirlenebilir.

Analitik olarak P ve T parametreleri iki cisim problemi dikkate alinarak ¢oziliir. v, gercel anomali
acisini, E eksantrik anomali a¢sini ve M, ortalama anomali acisi olmak Gzere,

tan(v+ w) = tan(6 — 2) seci (63)
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tan= = /ﬁtanE (64)
2 1-e 2

Ma=E—esinE=%n(t—T)=n(t—T) (65)

denklemleri kullanilarak hesaplanir. (65) nolu denklem Kepler denklemi olarak bilinir. (63) nolu
denklemden belirli bir t zamani igin bilinen @normal agisi kullanilarak v gergel anomali agisi bulunur.
Ardindan (64) nolu denklemden bu normal noktaya karsilik gelen E eksantrik anomali agisi hesaplanir. Bu
deger (65) nolu denklemde kullanildiginda M, ortalama anomali agisi hesaplanir. Baska bir normal nokta
icin de benzer bir islem yapildiginda bu noktaya karsilik gelen baska bir M, degeri daha bulunur. iki
bilinmeyenli iki denklemin ¢6zimi yapildiginda sisteme iliskin P ve T degerleri hesaplanabilir. Pratikte
biitlin gdzlem noktalari icin bu hesaplama yaplilir ve en kiigik kareler yontemi kullanilarak daha glvenilir
P ve T degerleri bulunur.

ODEV 1: Gériiniir yoriinge elipsine iliskin katsayilari A=-2.65392, B=-2.35902, F=-0.43196, F=0.40369,
H=1.82003 olarak verilmis olan sistem igin g, e, i, £2ve wyo6riinge parametrelerini hesaplayiniz.

(Not. Kullanilan koordinat sistemi geregi hesaplanan i yoriinge egim agisina 45° ve w agisina 180°
eklenerek islemler strdirilmelidir.)

cota

cos o

tan o

sin o

Sekil 4.21. Birim cember ve trigonometrik bagintilar
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Sin x - ASin x
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Sekil 4.22. Sin x ve ASinx dontsimd.

Cos x - ACos x

360
315
270
225
180
135

90

45

0 45 90 135 180 225 270 315 360

@®x ®acos

Sekil 4.23. Cos x — ACos x donlisimii
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Tan x - ATan X
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Sekil 4.24. Tan x — ATan x donlisim
Cot x - ACot x
0 45 90 135 180 225 270 315 360
®x ®acot

Sekil 4.25. Cot x — ACot x donislimu
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ODEV 2. Gérsel cift yildizlarda gériiniir yoriinge elipsinin gizimi. Odev icin ihtiya¢ duyulan érnek
gozlemsel veri asagida bulunmaktadir.

No Tarih 0 p"
1 1961.06 354.5 0.17
2 1962.16 339.1 0.16
3 1963.26 317.4 0.13
4 1964.00 293.8 0.11
5 1965.12 257.6 0.11
6 1966.13 225.0 0.14
7 1967.08 206.5 0.16
8 1967.9 194.3 0.17
9 1968.99 178.0 0.15
10 1970.27 147.1 0.09
11 1971.16 047.6 0.08
12 1972.15 011.7 0.14
13 1973.17 355.2 0.17
14 1975.15 322.0 0.14
15 1976.12 295.8 0.11
16 1976.84 287.0 0.11
17 1977.23 255.1 0.11
18 1977.36 251.1 0.11
19 1978.24 226.0 0.13
20 1979.12 207.8 0.16
21 1979.36 204.0 0.16
22 1980.22 191.5 0.17
23 1980.97 181.0 0.16
24 1981.27 175.2 0.15
25 1982.12 150.4 0.09
26 1984.17 013.8 0.14
27 1984.36 009.9 0.15
28 1985.11 357.8 0.17
29 1985.25 355.8 0.17
30 1986.21 342.1 0.16
31 1989.23 259.4 0.11
32 1992.26 194.4 0.17
33 1993.38 175.3 0.15
34 1994.20 152.7 0.1

Zwiers ve Russell Yontemi

Yontem grafiksel olarak uygulanan bir yontemdir. S1 bas bilesenin bulundugu noktayi ve O ise gorinir
yoringe elipsinin merkezi olarak alinir. p semboli Sekil 4.26’de gosterildigi gibi enberi noktasi icin
kullanilir. izdlisim nedeniyle uygulanacak orantilarda bir degisim olmayacagindan yériinge dismerkezligi
e yoriingedeki dogrularin oranindan hesaplamak mimkiindir. Gorlinir yoriingeden,

e=0S1/0p
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dogrularin buydkliklerini orani dismerkezlik degeri olacaktir. a; dogrultusuna cizilecek bir paralel
dogrultunun orta noktasi yardimiyla b; dogrultusu cizilir.

auxiliary
elips

gérandr
elips

digilimler
dogrultusu

Sekil 4.26. Zwiers ve Russell yontemindeki goriiniir ve yardimci elips.

Dismerkezlik degeri bilindiginden sistem igin yari-blylk eksen ile yari-kiiglik eksen buyuklikleri
arasindaki orantiyr bulmak mimkdnddr.

1
. R |
b 1—e2

Hesaplanan k degerine oranti katsayisi adi verilir. Ardindan bi’e paralel ¢izilecek ve goriiniir yoriinge
elipsinin icerisinde kalan biitlin dogrultular, merkezleri ayni kalmak sartiyla k oranti katsayisi ile ¢carpilarak
uzatilir. Uzatilan dogrularin ug noktalari birlestirildiginde Auxiliary elips olarak adlandirilan yardimci elips
bulunur.

Yardimci elips, gercek yoriingeye ait asal cemberin izdlisimudir. Burada a ve 3 terimlerinin bu
yardimci elipsin eksenlerini gosterdigini kabul edelim. Yardimci elipsin en biyik ¢api, gercek yoriingenin
yari-blyuk eksen uzunlugunu vereceginden a=« olacaktir ve grafik tizerinden yay-saniyesi birimlerinde
okunur. Asal cemberin herhangi bir agi altinda izdlisim alindiginda, en biiylik capi her zaman gergek
asal gemberin gapil olacaktir. Yardimci gemberin blyiik eksenine dik dogrultudaki yarigapi, S ekseni
Uzerinde cos i = f/a oraninda kisalmis olacagindan bu ifade yardimiyla +i yériingenin bakis dogrultumuza
dik diizlem ile yaptig1 aci hesaplanabilecektir.

a ¢apl izdisiim nedeniyle etkilenmez, bu nedenle diigimler dogrultusu, bu dogrultuya paralel ve
S1 yildizindan gecgecektir. Diglimler dogrultusunun durum agisi £2, ¢izilen bu dogrunun durum agisi olarak
Olgullr. Ayrica enberi noktasinin durum agisi olan ddegerini de hesaplamak mimkiindur. Sekilden A =

|6 — | degeri bulunabilir. A degeri w acisinin izdisimuine karsilik gelir ve bu iki parametre arasindaki
baginti Sekil 4.27’dan:

tan A = tanw cosi
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oldugu kolaylikla bulunabilir.

Grafiksel bir yontem olan Zwiers ve Russell yonteminde yoriinge ¢6ziimi igin 0S4, a1, o, B, A
parametreleri 6lgllen parametrelerdir. Bu parametrelerden yararlanarak sirasiyla e, a, £i, Q2 ve o ise
hesaplanan yoriinge parametreleridir.

Yer dodrultusu

1-2
gergek
N yoriinge
- diizlemi
-
-
-~
s
P2 ] i
1 ‘ll A gliney
' -~k
] - — -
i
gbkylzi dizlemi gy T 3

dogu e .
diglimler dogrusu

Sekil 4.27. Gorindr yoriinge ile gergek yoriinge arasindaki iliski ve yoriinge parametreleri.

auxiliary
elips

gordndr
elips

diglmler
dogrultusu

Sekil 4.28. Gorinir ve asal gemberin izdlisim olan yardimci (auxiliary) elips.

Analitik olarak asal cemberin izdlisimi olan yardimci elipsi cizmeye gerek kalmadan, fakat ona
iliskin bilgileri kullanarak yoriinge parametrelerini hesaplamak mimkindir. Bu tir bir hesaplamada
OE=b,=k-OD=k-b; seklinde alinir. Goériinir elipsin ¢aplarina iliskin eksenler a1, b1 ve yardimci elipsin
eksenleri ise o ve B olacaktir. Apollonius teoremine gore eger a. ile bi arasindaki agi o ise,

a’+p*=al +b2 =a’ +k*b?
af =ab,sinc =kab sinc

dogrudur. Bu ifadelerden,



(a+pB)’ =a’ +2kab sino +k’b’ = g°
(e - B)? =a —2ka sino + kb =h?

hesaplanabilir. a1, b1 ve ¢ gorinir yoriinge elipsinden dlgilebilen biyikliklerdir ve k degeri
bilindiginden g ve h degerleri hesaplanabilir bliylkliikler olacaktir. Bu bilgilerden yararlanilarak o ve 3
parametreleri asagidaki bagintilar yardimiyla hesaplanabilmektedir.

1 1
a=a=_(g+h), A=2(g-h)

Yukaridaki ifadelerin kullanilmasi ile benzer bir yontemle cos i teriminden i yoriinge egim agisini da
hesaplamak mimkindir.

cosizﬁz g-h

a g+h

Enberi noktasinin a ve 3 ya gore koordinatlari a;cosA ve aisinA dir. A agisi a; ile a arasindaki agidir.
Enberi noktasi, yardimci elips (izerinde 6yle bir noktadir ki elipse iliskin asagidaki denklemleri saglamasi
gerekmektedir.

2 2 2 arn?2
8 COSTA & SINTA 1 in? 4+ cos? 4

aZ ﬁZ
2 2
(%—1}%2&:(1—%]00521
a
2 2 2.2
&7 Zﬂ sin21=% "% 2a1 cos’ A

(24

(aZ_ 2) 2 aZ_ 2
tan’ 4= (afﬂ—ﬂz)zaf—;

A ile @ arasindaki baginti: tan A=tan w-cos i seklinde idi bu bilgiden yararlanarak,

cos?i

o —a

a - p*

ifadesinden +m degeri bulunur. Eger enberi noktasinin durum agisi élgilirse A = |8 — (2| degerini

tan? o =

biliyoruz demektir. QQ parametresinin tanimi dikkate alindiginda A ve o degerlerinden sadece biri dogru
olacagindan w acisi bulunur.

Sonug olarak yardimci elips tizerinde en biyik ¢cap dogrultulari gizilerek a1, b1, 0S1, G, 6,
degerleri ol¢lildikten sonra, gercek yoriingeye iliskin e, a, i, 2ve @ parametreleri analitik olarak
hesaplanabilen parametreler olmaktadir. Geriye kalan P ve T parametreleri ise dnceki yontemler dikkate
alinarak hesaplanmaktadir.
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