INTERPOLASYON

interpolasyonda amac¢ Xo, Xi, X2, ... , Xy noktalar1 i¢in verilen f,, fi, £, ... , f;
Olcimlerinden yararlanarak x; - X;:+; arasindaki herhangi bir x i¢in bir F(x) aradegeri
bulmaktir. Bu boliimde bu amagcla gelistirilmis yontemleri gorecek ve degerlendirecegiz.

1. Dogrusal Interpolasyon

Verilen (a, f(a)), (b, f(b)) noktalarindan yararlanarak a — b arasinda herhangi bir x igin
F(x) degeri, bu noktalar arasindaki degisimin dogrusal oldugu varsayilarak bulunabilir.

(a, f(a)), (b, f(b)) noktalarindan ge¢en dogrunun denkleminin
F(x) = Ax + B oldugunu varsayalim. Dogru a, f(a)), (b, f(b)) noktalarindan gegtigi i¢in
F(a) = f(a), F(b) = f(b) olacaktir. Buradan haraketle

Aa+ B=1(a)
Ab + B = f(b) olacaktir. Her iki nokta bilindiginden bu noktalardan geg¢en dogru
denkleminin katasyilar1 A ve B bu durumda,;

PERACQENAC) g bf(@)—af(b)

b—a b—a
Dogru denklemi ise;

fB)-f@)  bf@=-af®)

F(x) =
=) b—a b—a

Verilen iki nokta arasindaki degisimin dogrusal oldugu varsayim ile yapilan hatanin
st siniri;

|(x—a)(x=D)|
2

f"(c),a<c<b ile verilir.

R(x)=F(x) = f(x)=

Eger verilen noktalar arasinda degisim gercekten dogrusal ise £’(c) = 0 olur. Yani hata
yapilmamistir, zira interpolasyon da dogrusaldir.

Orn: f(x) = ¢* fonksiyonun 0.2 ve 0.3 noktlarindaki degeri sirasiyla 1.22140 ve
1.34986°dir. Dogrusal interpolasyon yontemiyle F(0.26) degerini bulunuz ve bu degerin bagil
hatasini hesaplayimiz.

F(x)= f(b;:g(a)x‘*‘ bf(alz:zf(b)




1.34986 -1.22140 ‘i 0.3*1.22410-0.2*1.34986

F(x)=
03-0.2 03-0.2

F(x)=1.28460x + 0.96448
F(0.26) =1.28460*0.26 + 0.96448 =1.29848

Bu deger iizerindeki bagil hata;

Clx, —x| | £(0.26)—F(0.26)| |e*** —1.29848|
‘ x £(0.26) e’

t

=0.03735 = %3.735

2. Gregory-Newton Ileri interpolasyon Yontemi

F(x) = f, +rAf, +%Azf0 +W&f0 +ot (A,

Burada (r,n); r’nin n’li kombinasyonlarinin sayisini, A"y ise ileri sonlu farklar
gostermektedir.

Afo :fl _fo
N fy = Af, - A,
Nfy=Nf -Nf,

Anfo — An—lf-1 _An—lfo

— — — _ — ‘A1
ve h=x —xy=x,—x, =x;—x, =.... ‘dir.

Orn: Asagida verilen x; , f; degerlerini kullanarak Gregory-Newton ileri
insterpolasyon yontemiyle herhangi bir x aradegeri icin F(x) fonksiyonunu ve bu
fonksiyondan yararlanarak F(0.5) degerini bulunuz.

i Xi 1 Af AT
0 0 1
Af():l
1 1 2 A’ fy=1
Af1=2
2 2 4

*Ay=fi—fo=2-1=1 My=f,-fi=4-2=2
"N f, = O~ A, = 2-1=1

h=x—x,=x,—x,=2-1=1-0=1 r= = =X

bulunur.



x(x—l)l_l , 1

—x"+—x+1
2

F(x) = fo +rif, +

r(r-1)
5 Afo—l x.1+

F(0.5) = %0.52 +%0.5 +1=1.375

2. Gregory-Newton Geri Interpolasyon Yéntemi

F(x)=f, —rVf, +——= ( 1) Vif - Vi f + .+ (=) (r,n)V" £,

Burada (r,n); r’nin n 11 kombinasyonlarinin sayisini, A"y ise ileri sonlu farklari
gostermektedir.

r(r—=D(r-2)
3|

vfn :fn _fnfl
Vif, =Y =V
Vif, =V, =V

vnfn = vnilfn _vnilfnfl

—_— —_— —_— —_— ¢ 1
ve h=x —x,=x,—x, =x;—x, =.... ‘dir.

Orn: Asagida verilen x; , fi degerlerini kullanarak Gregory-Newton geri
insterpolasyon yontemiyle herhangi bir x aradegeri icin F(x) fonksiyonunu ve bu
fonksiyondan yararlanarak F(0.5) degerini bulunuz.

i Xi l v \Va
0 1
V=1
1 1 2 Vih=1
V=
2 2 4

*Vfi=fi-fo=2-1=1 Vi,=f,-fi=4-2=2
o vzfz =Vf, =Vfi=2-1=1

h=x—x,=x,—x,=2-1=1-0=1 r=x2—x22—x=2_x

bulunur.

r(r 1) (2—x)(2—x—1)1_1

=—x° +lx+1
2! 2

F(x)=f, —rvf, +

Vi, =4—-(2-x).2+

F(0.5) = %0.52 +%o.5 +1=1.375



3. Newton Kesirli Farklar Interpolasyon Yontemi

Aralarinda esit uzaklik bulunmayan noktalar i¢in sonlu farklar yerine kesirli farklar
kullanilarak uygulanan interpolasyon yontemidir. Asagidaki formiiller kullanilir.

Birinci derceden kesirli fark:  f(x,,x,,,) = Ju=Ji
Xt =X
Ikinci dereceden kesirli fark: f(x,,x,,,,x,,,) = G N ACTER))
Xiva =X

Uciincii derceden kesirli fark:
f('xi+1 s Xii05 xi+3) - f(xi > Xivl xi+2)

Xipz =X

1

S (X X5 X5 X,3) =

;;imakﬁzere;
F(x) = f(xg)+(x—2x0) f (x0,% )+ (x = x0)(x—x) f (0, %, %,) + ...

Orn: Asagida verilen (x,,f) ikililerini kullanarak, Newton kesirli farklar interpolasyon
yontemi ile F(2) degerini bulunuz.

1 Xi fi f(xixir)® XX Xi2) ¥ f(Xi,Xis1,Xi02,Xi43) * %
0 -1.0 3.000

-5.000
1 0.0 -2.000 5.500

3.250 -1.000
2 0.5 -0.375 3.500

6.750 -1.000
3 1.0 3.000 1.750

8.750 -1.000
4 2.5 16.125 -1.500

5.750
5 3.0 19.000

. fn) = fi=fy _=2000-3.000
x—x, 0.0-(-1.0)

fr—fi  —0.375—-(=2.000)

X,X,)= = =3.250
S, x2) X, — X, 0.5-0.0
fayy) = 2712 30002037 _ ¢ 45
Xy — X, 1.0-0.5
Flr) = fo=fy _16.125-3.000
X, — X, 25-1.0
F(xxs) = fs—fs _ 19.000-16.125 ~13.750

X — X, 3.0-25



f(x,x) = f(xy,x,) _ 3.250 —(-5.000)

S5 F(x xx,)= =5.500
f(xg,%,,%,) X, —x, 0.5—(-1.0)
f(x,x,,x5) = S, x) = fx,%,) _ 6.750-3.250 3.500
Xy — X, 1.0-0.0
f(.X2,X3,X4) = f(X3’x4)_f(x2’x3) = 8750_6750 = 1000
X, — X, 25-0.5
J(xs,x,,%5) = SO %) = J (%) _ 575028750 _ ) 54
X5 — X, 30-1.0
HEE (X0, %), X x)Zf(xlaxzoxs)_f(xooxlaxz): 3.500-5.500 =-1.000
0212V 2953 X3_-x0 1000_(_1000)
£y, ) = LX) T30, 8) 100023500 _ ) 4
1542573544 X, — X, 2.500-0.000
f(x,,x;,x x)=f(x3ax4:x5)_f(x2>x3’x4):_1'500_1'000:—1.000
25 X35 Xy, Xs Xg — X, 3.000-0.500

Daha {ist dereceden tiim kesirli farklar “0” olacaktir. (Formiilde yerlerine koyarak
denetleyiniz!)

f(1.0) = 3.000 < f(2) = ? < {(2.5) = 16.125 oldugundan indeksleri tekrar belirlerken
interpolasyonun yapilacagi nokta (x=2) hangi tarafa yakinsa kaydirma o tarafa dogru yapilir.
Verilen sorunun 6zelinde interpolasyon yapilacak nokta 3. ve 4. noktalarin arasinda oldugu
icin 1. nokta 0. nokta olarak kabul edilerek (xo = x;) diger noktalarin indeksleri uygun sekilde
degistirilir (x; = Xz, X2 = X3, X3 = X4, X4 = Xs). Kesirli farklar da buna uygun olarak kaydirilir.
(f(Xo,Xl) = f(Xl,Xz), f(Xo,Xl,Xz) = f(Xl,Xz,X3), f(X(),Xl,Xz,X3) = f(Xl,Xz,X3,X4)).

Bu durumda,
F(x) = f(x0)+(x—x0)f (%, %)+ (x = x0 )(x = x,) f (X, %,,X,) +
(2 =X ) (o =2 ) (o = X, ) (g, X, 5 X5, X3)

F(x) = -2.000+ (2.0 — 0.0)(3.250) + (2.0 — 0.0)(2.0 — 0.5)3.500 +
(2.0—0.0)(2.0 — 0.5)(2.0 — 1.0)(=1.000) = 14.000



4. Merkezi Fark Interpolasyon Yéntemleri

Xi <X < Xj+1 olmak tlizere x degeri x; ya da x;; ‘den hangisine daha yakinsa o nokta xg
noktasi olarak alinir ve diger noktalar bu noktaya gore X, Xp+1, X-p, Xept2s -v 5 X1, X0, X1, X2,

., Xap Olacak sekilde siralanir. Burada xo’in her iki tarafinda da ayni sayida nokta
olacagindan 0 — (-p) = n — p => p = n/2 ‘dir. Daha sonra s = (X - X¢) / h parametresinin
degerine gore Sterling ya da Bessel formiillerinden uygun olani takip edilir.

4.1. Sterling Formiilii

ve h=x —x,=x,—x =x; —x, =.... olmak lizere
h

O<s<% veya %<s<1 ise

F(x)= f0+sy@‘0+—5 fo+ # 53f0+#54f0+...+

s(s =12)(s* =2°)..(s* = (k=1)*) LSHF (sz—12)(s2—22)---(s2—k2)52kf
(2k - 1)! o ¥ (2k)! °

Burada,

o, = f(x;,,,,)— f(x,,,,)  birinci dereceden merkezi fark,

5" f.=6""f(x,,,,)—-6"f(x,,,) . dereceden merkezi fark,

o' f, = 5 O f(x,,,,)+0" f(x,,,,)) ortalama operatoriinii gostermektedir.

4.2. Bessel Formiilii
1 3
A <s< A

F@ =t + 610, + XD s g, OO ey

s(s=D(s+1D(s=2)...(s+(k=1)(s—1/2) Sy
2k —1)! .

s(s=D(s+D(s—=2)...(s+k) o
(2k)! H“O™ 1),

‘dir ve ayn1 merkezi fark formiilleri gegerlidir.




Orn: Asagida verilen (x,f) ikililerini kullanarak, uygun merkezi fark interpolasyon
yontemi ile F(2.2) degerini bulunuz.

i X; f, Of * 52fi** Asfi*** A4fi****
0 1 1
4
1 2 5 1
5 1
2 3 10 2 -1
7 0
3 4 17 2
9
4 5 26

=)= flx)=5-1=4 &, = f(x,)- f(x)=10-5=5
Fsjp =)= f)=17-10=T7 &), = f(x) = f(x;) =26-17=9

S =y~ =5-4=1 8 fy=F sy —Fsp=7-5=2
52f3 =07, =5, =9-T7=2

ok 53fl/2 :52f2 _52fl =2-1=1 53f3/2 :52f3 _52f2 =2-2=0
kiR 54f1 :53f3/2 _53f1/2 =0-1=-1

X] =2<x=22< xp=3 oldugu ve x = 2.2, x; = 2’ye daha yakin oldugundan x¢ = x;
alir. Bu durumda yeni indeksler; x_; = X¢, Xo = X1, X] = X2, X2 = X3, X3 = X4 seklinde olusmus
olur. Merkezi fark ifadelerinin indeksleri aym sekilde kaydirilir (8'f.; = 8'fy, 8'f.1, = 8'f1,, 8'fy
= Brfl, Srfl/z = Brf3/2, )

h:X1—X0:X2—X1:X3—X2:1 “dir

S =

xX—x, 22-20 . B 1 U .
P " =0.2 , dolayist ile 0<s=0.2< A oldugu i¢in Sterling

formulu kullanilir.

(52 —12
3 us’ f, +(T)54fo

2 2 12
F = f, +sudfy + 200, + 20—

Bu noktada oOncelikle ortalama operatorii ile verilen terimleri hesaplamamiz
gereklidir.

1 1
2o :E(éfl/z +éf—1/2)25(5+4):%



1 1
U8 fy =58 i+ 1) =5+ 0) = 1)

2 2 12 2 212
F22)=5+0224 02, 02022 1) 1 027(02° - 1)
2 2 3 2 41

(—1) =5.9056 bulunur.

Ayni1 problemi x = 2.5 i¢in ¢ozelim.

X] =2 <x=25< x; =3 oldugu ve x = 2.5, hem x; = 2’ye hem x; = 3’¢ ayni
uzaklikta oldugundan x, = x; alinabilir (xo = X, de alinabilir, denetleyiniz!). Bu durumda yeni
indeksler; x.; = Xo, X0 = X1, X| = X2, X2 = X3, X3 = X4 seklinde olusmus olur. Merkezi fark
ifadelerinin indeksleri aymi sekilde kaydirilir (8'f; = 8'fy, 8'f1, = 8'f10, 8'fy = 8'f), d'f1p =
83, ...).

x—x, 25-20
h 1
Bessel formiiliinti kullanmak gereklidir.

S =

=0.5 dolayis1 ile % <s=05< % oldugundan buz kez

F(x)=uf\, +(s—1/2)9, +¥ﬂ52f1/2 +

s(s=1D(s+1)(s—-2)
4!

s(s—=1D(s—1/2) 4
3| 5 f1/2+

/U54f1/2

Bu noktada yine oncelikle ortalama operatorii ile verilen terimleri hesaplamamiz
gereklidir.

1 1
Hz = Ui+ f) = 010+5) =15

1 1
U’ ), :5(52]‘1 +0°f,) =5(2+2) =2
ﬂ54f1/2 =0

N 0.5(0.5—- 1;?0.5 -1/2) 04

2

F(2.5) = %+ (0.5-1/2)5+ 0‘5(02"5 )

bulunur.
0.5(0.5-1)(0.5+1)(0.5-2)

41

0=7.250




5. Lagrange Interpolasyonu

Interpolasyonda en sik kullanilan yéntemlerden biri olan Lagrange interpolasyon
yontemi asagidaki formiillerle ifade edilir.

(x=x)(x=x,)..(x—x,) (x=xy)(x=x,)..(x—x,)
S(x)+
(%o = x,)(xg = X,)...(X) — X,,) (x, = x0)(x; = x)-(x, = x,,)
(x=x)(x=x))...(x—x,) (x=x)(x=x)).(x=x,,)
(X, = x0)(x, —x))..(x, — x,,) Fla)++ (x, =x)(x, = x,).e(X, —x,) )+ R,

F(x)= J(x)+

Orn: Asagida verilen (x;,f) ikililerini kullanarak, Lagrange interpolasyon yontemi ile
F(2.2) degerini bulunuz.

1 Xi i
0 1 1
1 2 5
2 3 10
3 4 17
4 5 26

(22-2)22-3)22-4)22-5),  (22-1)(22-3)22-H(22-5) ,

F(2.2)=

(1-2)(1-3)1-4)(1-5) Q2-1D2-3)2-4(2-5)
(22-D(22-2)22-422-5)  (22-D)(22-2)(22-3)(22-5)
G-D3-2)1-4)(1-5) (4-1)(4-2)(4—-3)(4-5)

(22-1D(22-2)22-3)(22-4)
(5-1)(5-2)(5-3)(5-4)

6 =5.9408




6. Hermite Polinomlari

f(x)’in yani sira f(x)’in birinci tiirevi *(x) hakkinda bir bilgi varsa

P2n-1(x)= Z A (x)f + Z B, (x)f/ seklinde tanimlanan polinomlara
i=0 i=0

Hermite polinomlar1 denir. Bu polinomlar kullanilarak herhangi bir x i¢in aradeger hesabi
yapmak miimkiindiir. Burada;

A@=[1-26-0)1, 0 LW}

B, (x):(x—x,.)[L,.(x)]2 olup, Li(x), bir onceki boliimde goérdiigiimiiz Langrange
katsayilaridir.

Orn: Asagidaki tabloda verilen bilgileri kullanarak x = 2 icin aradeger hesab1 yapiniz.

i X f; f
0 0 0 0
1 4 2 0

Oncelikle Lagrange katsayilarmi hesaplayalim.

Ly(x)= *h =x_4:—lx+1 ve L (x)= X% :X_O:lx
x,—x, 0-4 4 x—-x, 4-0 4
L, (x):—i ve L, (x):% elde edilir.

Simdi poinomun katsayilarini hesaplayalim.

A0 = 1-206 =51, () [, O yani 4,() = {1 S2(x- ox—%)}(—%x +1)?

A (x)= [1 —2(x—x, )L,, (x)}[LI ()] yani A, (x)= {1 —2(x— 4)(%)}(% x)? elde edilir.

By =(r—x )L  yani  By(x)=(x— ox—ix )2

B, (x) = (x—x)[L, )] yani B, (x)=(x— 4)(% x)* elde edilir.

Hermite polinomunu olusturacak olursak;
P(x)=A,(x)f, + A (x)f, + By(x)f, + B,(x)f;  fo, £, 1 =0 oldugundan

1 3 3 1 3 1
P(x)=A —(—x+ )2 =X’ ——x7); P(Q)=22"——2° =1
() =A)f =( 32" 16X) (8x 16X) (2) 2 T



6. Aitken Yontemi

Bu yontem ile (n+1) ayrik noktaya bir dizi dogrusal interpolasyon yontemi
uygulanarak sonunda n veya daha diisiik dereceden bir polinom elde edilir. Elde edilen bu
polinom tiim aradegerleri (x) bulmak i¢in kullanilir.

j < £ interpqla§yon
] ] terimi
0 X0 f()
1 X1 fi I
2 X2 f Io> Ioi2
3 X3 f3 Io;s Io,13 Io,123
4 X4 fs Io4 Io14 Lo, 124 loi234.

Bu tablo daha ¢ok sayida nokta i¢in ayn1 sekilde genisletilebilir. Burada;

j=1234,..1i¢in

X;—X X—X
IO,j:( ’ ) fo +( °

xj—xo xj—xo

)

j=2,3.4,...1¢in

X;—X X—X
IO,I,j =( . )IO,I +( 1 )IO,j
X; =X X; =X
j=3,4,...i¢cin
X;—X X—X
J 2
IO,I,Z,j :( )10,1,2 +( )IO,I,j
Xjp =% it
j=4, .. 1¢in
X, = X—X
J 3
IO,l,2,3,j =( )10,1,2,3 +( )10,1,2,,'
X; = X3 T X3

Orn: Asagida verilen (x,f) ikililerini kullanarak, Aitken interpolasyon ydntemi ile
herhangi bir x i¢in aradeger elde edebileceginiz F(x) fonksiyonunu bulunuz. Bu fonksiyonu
F(0.5) ve F(1.5) degerlerini elde etmek i¢in kullaniniz.

interpolasyon

J Xj f terimi

0 0 1

1 1 2 Io.

2 2 4 I(),g 10,1,2 = F(X)



X —X X—X 1—x x—0
10,1:( 1 ) fo +( 0)f|=( )N+ ( )2=1+x

X, — X, X, — X, 1-0 1-0

X, —X X—Xx 2—x x—=0 3
Iy, =(= + L) f, = 1+ 4=1+>x
2 =G+ oD =GO G =14

X, —X X—Xx 2—x x—1 3 1 1
I, =(—),, + I, = 1+ x)+(E—)(1+=x)=—x"+—x+1
01,2 (xz—xl) 0 (xz—xl) 0.2 (2 1)( ) (2_1)( 5 ) 5 5

Bu durumda

F()c):lx2 +lx+1
2 2

F(0.5)=%0.52+%o.5+1=1.375 ve F(l.5)=%1.52+%1.5+1=2.875

bulunur.

Orn: Verilen bir f(x) = sin x fonksiyonu icin asagidaki (x;,f;) ikililerini kullanarak,
Aitken interpolasyon yontemi ile sinx = 0.2800 aradegerini veren x degerini ve bu degerin
bagil hatasin1 noktadan sonra 6 basamak kullanarak hesaplayiniz.

] Xj (rad.) f;

0 0.1 0.0989
1 0.2  0.1987
2 0.3 0.2955
3 04  0.3894

sin x = 0.2800 ‘i bulmak icin degiskenlerin yerini degistirip (x; <> f;) Aitken
interpolasyonu uygulamaliyiz. Zira bize x = 0.28 i¢in sin 0.28 degeri degil sin x = 0.28’1
veren X degeri sorulmaktadir! Bu duruma uygun olarak tablomuzu yeniden diizenlersek;

j X f} Intellzz(r)ilra;siyon

0 0.0989 0.1

1 0.1987 0.2 To.

2 0.2955 0.3 Too Io12

3 0.3894 04 10,3 10,1,3 10’1’2’3 = F(X)

Interpolasyon terimlerini hesaplayalim.

X — X x—x 0.1987 —0.2800 0.2800 — 0.0999

Iy, =(——)f, +( O fi = ( )0.1+( )0.2 = 0.2822
X, — X, X, — X, 0.1987 — 0.0999 0.1987 — 0.0999
X, — X X—x 0.2955 —0.2800 0.2800 — 0.0999

Iy, = () f, +( ) f=( )0.1+( )0.3 = 0.2842

X, — X, X, — X, 0.2955—0.0999 0.2955 —0.0999



I, =( Xy —X Vf, +( X=X, ), :(0.3894—0.2800)0.1_'_(0.2800—0.0999)0.4:0.2867
’ Xy —X X, —X 0.3894 -0.0999 0.3894 -0.0999
3 7 %o 3 7 %o
I, =( X, —)C)IO1 +(m)102 =(0'2955_0'2800)0.282Z+(0'2800_0'1987)0.2842 _ 02838
” X, =X, 0 X,—=Xx 0.2955-0.1987 0.2955-0.1987
2 1 2 1
I, =( X3 _X)Im +(ﬂ)103 =(O'3894_0'2800)0.2822+(0’2800_0’1987)0.2867:0.2841
” Xy —x, Xy —x, 0.3894 —0.1987 0.3894 - 0.1987
Iy, =( X3 =X )M, +(ﬂ)1013 =(0'3894_0'2800)0.2842+(0'2800_0'2955)0.2867 02838
T e 2 Xy —x, 0.3894 —0.2955 0.3894 —0.2955

F(0.2800) = 0.2800 bulunmus olur.

Gergekte sin x = 0.28 veren x degerini bulmak icin sin™(0.28) = arcsin(0.28) degerini
hesaplamaliyiz. Bu deger noktadan sonra alt1 basamak dahilinde sin”'(0.28) = 0.283794 diir.

|x,—x|_]0.283794-0.2838]
T x 0.283794

t

=0.000021 = %0.0021

Hatanin bu kadar kiiciik omasinin iki sebebi vardir. Birincisi, islem yapilan araligin
¢ok kiigiik olmas1 (0.1-0.4 radyan), ikincisi ise bu aralikta sin(x) ve sin™'(x) fonksiyonlarinin
dogrusala ¢ok yakin davranmasidir. Temel olarak bir dizi dogrusal interpolasyona dayanan
Aitken yontemi bu nedenle az sayida (6rnegimizde dort) nokta i¢in dahi gergegine ¢ok yakin
bir deger vermistir.



