SPLINE INTERPOLASYONU

Astronomide veri analizi yaparken ve goriintii islemede oldukca sik kullanilan bir
intepolasyon yontemi spline interpolasyonu olarak bilinen yontemdir. Bu yontemde
eldeki veri setine tek bir fonksiyon uyumlamak (fit etmek) yerine her araliga birbirinden
farkli birer polinom uyumlanir. Zira diisiik dereceden polinomlarla her degisimi temsil
etmek oldukca giictlir, yliksek dereceden polinomlarla ise her degisim temsil
edilebilmekle birlikte veri setindeki her bir aralik i¢in degisimin yiiksek dereceden bir
polinomun 6n gordigi degisime yakin olup olmadigini bilmek ya da denetlemek
mimkiin olmaz. Oysa spline interpolasyonlari ile eldeki veri setinin tiim noktalarindan
gecen ve diisilk dereceden polinomlarin yapisina uygun olarak diizgiin degisen
fonksiyonlarla, siirekli bir uyumlama elde etmek ve buna dayali olarak ara deger hesabi
yapmak miimkiindiir. Bu nedenle spline interpolasyonlar1 genis bir uygulama alanina
sahiptir ve IRAF gibi goriintii isleme ve veri analizi programlarinda siklikla
kullanilmaktadir. Bu boélimde lineer (birinci dereceden, dogrusal), kuadratik (ikinci
dereceden) ve kiibik (ligiincii dereceden) spline interpolasyonlarini gorecek ve temel
mantigin1 anlamaya calisacagiz. Lineer ve kuadratik spline interpolasyonlart pratikte
kullanilmamakla birikte, sik kullanilan kiibik spline interpolasyonunu anlamak agisindan
pedagojik bir olanak saglar. Bu nedenle bdliime lineer (dogrusal) spline interpolasyonlari
ile giris yapacagiz.

1. Lineer Spline Interpolasyonu

Diyelim ki elimizde Xo, X1, X2, ... , Xi, X+1, ... , Xn noktalarina karsilik fo, 1, fo, ...,
fi, T+1, ..., T Olglimleri olsun ve lineer interpolasyon yontemliyle her bir araliktaki keyfi
secilmis bir x degeri i¢in F(x) aradegerini ariyor olalim. Bu durumda elimizdeki nokta
ikililerini kullanarak her bir aralik i¢in ayr1 bir dogru denklemi belirlemeliyiz. Bu dogru
denklemi herhangi (x;, fi), (Xi+1, fix1) iKilisi icin

f,—f
s,(0) = f; +——-(x—x;) (L.1)
i1 X
seklinde olacaktir. Interpolasyon igin bu s(x) fonksiyonlarmi belirleyip, aradeger
aradiZimiz x hangi aralikta ise o aralik i¢in bélirledigimiz lineer spline fonksiyonunda

@,XX)) bu x degerini yerine koyarak F(x) aradegerini hesaplamaliy1z.

Ornek 1. Asagidaki oOlciimleri ve lineer (dogrusal) spline interpolasyonunu
kullanarak x = 5 degeri i¢in aradeger hesabi1 yapiniz.

i Xi fi

0 3.0 2.5
1 4.5 1.0
2 7.0 2.5
3 9.0 0.5
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Cozim: x; = 45 < x =5 < X = 7.0 oldugu igin aslinda s;(x) fonksiyonunu
hesaplayip x yerine 5 koymamiz aradigimiz aradegeri bulmamizi saglayacaktir. Ancak
biz Ogretici olmast agisindan tiim araliklar i¢in sj(x) fonksiyonlarini arayalim ve
sonuglarimizi da bir grafik lizerinde gosterelim.

Oncelikle (xo, fo), (X1, f1) ikilsini kullanarak so(x) fonksiyonunu (1.1) esitligini
kullanarak hesaplayalim.

f,— 1, 1.0-25
X—X,)=25+—"—(Xx—-3.00=—x+5.5
(x=%) 45 3.0( )

1 0

Se(X) = fo +

Simdi sirayla diger nokta ikililerini yine (1.1) esitliginde yerine koyarak tiim s;j(X)
fonksiyonlarini bulalim

f,—f 2.5-1.0
s;(X)=f, + 2—L(x—x,)=1.0+—"-(x-45)=0.6x-1.7
(X)) =1, Xz—xl( 1) 7.0_4.5( )
s,(X)=f, + f= T (X —X )—25+M(x—70)——x+95
2 2 X - X, 277 90-70 ' '

Aradigimiz aradeger x3 = 4.5 <X =5 < X, = 7.0 araliginda oldugundan x=5"1 s1(X)
fonksiyonunda x yerine koymaliyiz.

5,(X) =0.6x-1.7=s5s,(x) =0.6*5-1.7=1.3 degeri bulunmus olur.

Sonuglarimizi bir grafik tizerinde (Sekil 1) gosterip yorumlamaya g¢alisalim.
Sekilden de kolayca anlasilabilecegi gibi lineer spline interpolasyonu ile dogrusal
interpolasyon arasinda higbir fark yoktur. Lineer spline interpolasyonu, digiim
noktalarinda ¢ok ani degisimlere neden oldugu gerekcesiyle dezavantajlidir. Dogrusal
interpolasyon ya da lineer spline interpolasyonu ancak degisimin gercekten dogrusal ya
da dogrusala ¢ok yakin oldugu araliklar i¢in dogru sonug verir.
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Sekil 1. Lineer Spline interpolasyonu.
Mavi noktalar verilen, kirmizi ise interpolasyonla hesaplanan noktay1 gostermektedir.

2. Kuadratik (ikinci Dereceden) Spline Interpolasyonu

Kuadratik spline interpolasyonunda, lineer spline interpolasyonundan farkli olarak
bu kez verilen noktalar i¢in her araliga ikinci dereceden bir polinom (parabol)
uyumlamaya ¢alisiriz. Ancak verilen herhangi iki noktadan yalniz ve yalnizca bir dogru
gegerken, sonsuz sayida ikinci dereceden polinom geger. Bu nedenle uyumlayacagimiz
polinomlar tekil hale getirmek icin bazi sartlar koymamiz gerekir. Uyumlayacagimiz
polinomlarin yapist;

s, (x) =a; +b,(x=x)+¢ (x=x)* (2.1)

seklinde olmalidir. Verilen n tane nokta i¢in (n-1) tane aralik olacak, her araliga bir tane
parabol uyarlayacagimiz igin de (n-1) tane si(x) fonksiyonu olacak demektir. Bu
fonksiyonlar1 belrilemek igin, her bir fonksiyon 3 katsayi (a;, bj, Ci) igereceginden 3 (n-1)
adet katasayiy1 belirlemek gereklidir. Bu da 3 (n-1) tane denkleme ihtiya¢ duydugumuz
anlamina gelir. Her bir polinomu tekillestirmek i¢in koyacagimiz sartlar bize toplamda 3
(n-1) adet denklem vermelidir ki biz bu katsayilart bulup, her aralik i¢in bir ikinci
dereceden polinom belirlemis olalim.
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Sart 1. Fonksiyon her noktadan ge¢meli yani verilen herhangi bir “i” noktasindan

da gegmelidir.
Bu sart “i” noktasimin koordinatlarmin (xj, i) “i.” aralik ig¢in verilen s;(X)
fonksiyonunu saglamasi anlamina gelir. Bu sartt matematiksel olarak ifade edersek;

s, (%) =8 +b(x —x)+c(x, —x)* = (22)
olmasini gerektirir. (x - X)) igeren terimler O (sifir) olacagindan bu sart bizi
a =" (23)

sonucuna gotliriir. Yani her polinomun birinci katsayisi, o poinomun uyarlandigi araligin
basindaki f degerine esit alinmalidir.

Birinci katasayilarin tamamini bulmus olmamiz bize (n-1) adet denklem saglamis
olur. Bdylece baslangigtaki 3 (n-1) denklem bulma zorunlulugumuz, 2 (n-1) denklem
bulmaya indirgenmis olur.

Sart 2. Diigiim noktalarinda (ilk ve son nokta disindaki tiim noktalar) komsu iki
kuadratik polinomun (paraboliin) degerleri esit olmali (si(Xi+1) = Si+1(Xi+1)) ve bu degerler
0 nokta igin verilen (fi11) degere esit olmalidir. Bu sartt matematiksel olarak ifade
edersek;

i1 X )2 =
2 (2.9
Siﬁ-l(xi+1) =a, t bi+1 (Xi+1 - Xi+1) +GCiyy (Xi+1 - Xi+1) = fi+1

S (X)) =& +b; (%, — %) +C; (X

i+1

Burada, Xj+1 — Xi = h; olsun. Xis1 — Xi+1 = 0 olacagindan, bu terimleri yerine
yerlestirirsek;

a +bh +ch’=a, =t

i+1

bulunur. Esitligin aj+; = fis1 seklindeki ikinci kismi, zaten bir 6nceki sartin bir sonucudur.
Burada 6nemli olan esitligin birinci kismidir.

a +bh +ch’=f_ (25)
Bu ifade bize h; ve fi;; degerlerini bildigimizden a;, b;, C; katsayilar1 arasinda bir
iliski saglar. Bu iligki (n-1) tane daha denklem demektir. 1. sartin sonunda 2 (n-1)’e

indirdigimiz kosul sayis1 boylece (n-1)’e inmis olur.

Sart 3. Diigiim noktalarindaki birinci tiirevler esit olmalidir ki birbiri ardina gelen
interpolasyon fonksiyonlar1 arasinda ani degisimler olusmasin. Bu kosulu koymazsak



diigim noktalarinda komsu iki fonksiyonun tlirevleri esit olmayacagi i¢in ani
degisimlerden ka¢inamayiz. Bu da lineer spline interpolasyonundaki benzer bir
dezavantaja neden olur. Komsu iki kuadratik spline fonksiyonunun tiirevlerinin esitligi
sartin1 matematiksel olarak ifade edersek;

Si, (Xi+l) = bi + 2Ci (X - Xi) = Si+l, (Xm) = bi+1 + 2Ci+1(xi+1 - Xi+1)_2- (2-6)

i+1
Yine, Xi+1 — Xi = hj ve Xj+1 — Xj+1 = 0 olacagindan,
b.+2ch =b,, (2.7)

bulunmus olur.

Burada b; ve ¢; birbirlerine baglanmaktadir. Ancak, bu iki katsay1 (i+1). aralik i¢in
“b” katsayis1 bilinirse bulunabilir. Bu da (n-1) degil (n-2) denklem bulabildigimiz
anlamina gelir. Boylece (n-1) — (n-2) = 1 denklem daha bulmamiz gerektigi ortaya ¢ikar.
Bu durum bir sart daha koymamiz1 gerektirir.

Sart 4. ik noktadaki ikinci tiirevin 0 (sifir) oldugunu varsayalim (s"(xo) = 0). ilk
noktadan onceki degisimle ilgilenmedigimiz icin bu varsayim bize bir sey kaybettirmez.
Ne kazandirdigina matematiksel ifadesini yazarak bakalim.

$"(%,)=0=c, =0 (2.8)

Buradan yalnizca bir katsayr (tlim c;’leri degil sadece c¢1’1 buldugumuza dikkat
ediniz) elde etmis oluruz. Ancak bu eksik kalan 1 kosulumuzu tamamlar. (2.3), (2.5),
(2.7) ve (2.8) denklemleri toplamda 3 (n-1) denkleme gelir ki verilen noktalar1 kullanarak
bu denklemleri ¢ozmemiz aradigimiz 3 (n-1) katsayiyr saglayacaktir. Bdylece tiim
araliklar icin birer (bir ve yalniz birer) tane kuadratik polinom elde etmis oluruz.

Ornek 2. Asagidaki Olgiimleri ve kuadratik (ikinci dereceden) spline
interpolasyonunu kullanarak x = 5 degeri i¢in aradeger hesab1 yapiniz.

i Xi fi

0 3.0 2.5
1 4.5 1.0
2 7.0 2.5
3 9.0 0.5

COzum. (2.3) numarali denklemle ifade edilen birinci sart bize a katsayilarini
verecektir.
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f, =25
f, =1.0
f,=25

a
4
a,

Burada 4 nokta i¢in 3 aralik olduguna ve 3 denklem bulmaya c¢alistigimiza dikkat
edilmelidir. Bu nedenle f; degerini kullanarak bir az katsayis1 hesaplamadik! Boylece 3
(n-1) = 3 (4-1) = 9 katsayidan 3’iinii elde etmis olduk. 2 (n-1) = 2 (4-1) = 6 katsay1 daha
hesaplamaliy1z.

Simdi (2.5) denklemini kullanarak katsayilar arasindaki iliskileri bulalim. (2.5)
numaral1 denklemi kullanmadan 6nce h; farklarini hesaplamaliyiz.
h, =%, —X%,=45-3.0=15
h =x,-%=70-45=25
h,=%,-%,=9.0-7.0=2.0

Ayrica (8) numarali esitlik bize ¢p = 0 katsayisini da veriyor. Simdi tiim bu
bilinenleri (5) denkleminde yerine yazalim

a, +byh, +¢c,h,” = f, = 2.5+1.50, +1.5°.0=1.0
a, +bh +ch®=f, =10+25b +25%c, =25
a, +b,h, +c,h,* = f, = 2.5+2.0b, +2.020=05
Bu denklemler toplamda (n-1) = 4 — 1 = 3 denkleme karsilik gelir. Bulmamiz
gereken 2 (n-1) =n—1 =4 -1 = 3 denklem daha kaldi. Bu kez (2.7) numarali denklemi
kullanarak yine b ile c; katsayilar1 arasinda bagintilar bulmayi siirdiirelim.
b, +2c,h, =b, = b, +2*1.5*0=bh,
b, +2c,h, =b, = b, +2*25*c, =b,
Gordigiiniiz gibi bu denklemler (n-1) degil n — 2 = 4 — 2 = 2 kosul getiriyor.

Boylece 1 kosulumuz daha kaldi. Bu kosul da (2.8) numarali denklemden gelen ve bize cg
katsayisini veren kosuldur.

c, =0

Bu denklemlerin hepsini birlikte ¢ozecek olursak (bir denklem sistemi kurarak ya
da yerine koyarak);

b, =—1.0,b, =—1.0,b, =2.2,c, =0.64,.c, =—1.6



bulunmus olur. Buldugumuz biitiin katsayilar1 kullanarak her bir aralik i¢in kuadratik
spline fonksiyonlarini elde edelim.

So(X) =2, + b, (X—X,) +Co(X—X,)* =2.5-1.0(x—3.0) +0.0(x —3.0)*> =—x+5.5
s, (X)=a, +b,(x—x,)+¢,(Xx—x%)* =1.0-1.0(x — 4.5) + 0.64(x — 4.5)* = 0.64x* —6.76x +18.46
s,(X)=a, +h,(Xx—X,)+¢,(X—X,)* =25+22(x—7.0) -1.6(x — 7.0)* = —1.6x* +24.6x - 91.3

X1 = 4.5 <x=5<x;="7.0 oldugu i¢in s;(x) fonksiyonunda x yerine 5 koymamiz
aradigimiz aradegeri bulmamizi saglayacaktir.

s,(X) =0.64x* —6.76x +1846=>5,(5) =0.64*5° —6.76*5+1846=0.66

bulunmus olur. Sonuglarimizi bir grafik lizerinde goérelim (Sekil 2) ve bu grafigi lineer
interpolasyon kullanarak elde ettigimiz Sekil 1°deki grafikle karsilastiralim. Oncelikle
elde ettigimiz aradegerin, s6z konusu araligin iki ucundaki degerilerin arasinda degil, her
iki degerden de kiigiik oldugunu goriiyoruz. Ayrica, agik ki bu kez diiglim noktalarindaki
ani degisimlerden kaginmis durumdayiz ve ¢ok daha diizgiin bir sekilde degisimi temsil
edebiliyoruz. Ancak yine de diigiim noktalar1 arasindaki degisimin ikinci dereceden bir
polinomla temsil edilmesi yetersizdir.
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Sekil 2. Kuadratik Spline Interpolasyonu.
Mavi noktalar verilen, kirmizi ise interpolasyonla hesaplanan noktay1 gostermektedir.



3. Kiibik (Ugiincii Dereceden) Spline Interpolasyonu

Kuadratik spline interpolasyonunun diigiimler arasindaki degisimi ¢ok diisiik
dereceli oldugu igin temsil etmekte yetersiz kalabilecegini gordiik, islemleri cok daha
fazla karmasik hale getirmeden ve ¢ok fazla On kabul yapmaya gerek kalmadan, daha
yiiksek dereceli polinomlarla noktalar arasi degisimi temsil edebiliriz. Bunun igin {li¢lincii
dereceden polinomlari kullanmak yaygin bir pratiktir. Ne kadar ¢ok dl¢lim noktasi olursa,
her bir araligin uzunlugu da o kadar kugcik olacak ve Uc¢uncl dereceden polinomlar, bu
araliklardaki degisimi temsil etmekte o kadar basarili olabilecektir. Kiibik interpolasyon,
verilen noktalar i¢in her araliga ii¢lincii dereceden bir polinom uyumlamaya dayanir.
Ancak verilen herhangi iki noktadan sonsuz sayida iiciincii dereceden polinom gegecegi
icin uyumlanan polinomlar1 tekil hale getirmek i¢in yine bazi sartlar koymak gerekir.
Araliklart daha yiiksek dereceden polinomlarla temsil etmeye calismak, bu sartlarin
sayisini arttiracagi ve islemleri cok daha karmasik hale getirecegi, uyumlanan fonksiyonu
da dogal degisimlerden uzaklastiracagi igin tercih edilmez. 3. dereceden (kiibik)
polinomlarin yapist;

si(x):ai+bi(x_xi)+ci(x_xi)2+di(x_xi)3 (3-1)

seklinde olmalidir. Verilen n tane nokta igin (n-1) tane aralik olacak, her araliga bir tane
kibik polinom uyarlanacag: i¢in de (n-1) tane sj(x) fonksiyonu olacak demektir. Bu
fonksiyonlar1 belrilemek igin, her bir fonksiyon 4 katsayi (aj, b;, Ci, d;) igereceginden 4 (n-
1) adet katasayiy1 belirlemek gereklidir. Bu da 4 (n-1) tane denkleme ihtiyag duyuldugu
anlamina gelir. Her bir polinomu tekillestirmek i¢in konulacak sartlar toplamda 4 (n-1)
adet denklem vermelidir ki bu katsayilari bulup, her aralik igin {iclincii dereceden bir
polinom belirlenmis olsun.

Ilk 3 sart kuadratik spline interpolasyonundakilerle aynidir.

3L
1

Sart 1. Fonksiyon her noktadan ge¢cmeli yani verilen herhangi bir “1” noktasindan

da gecmelidir.

: 9
1.

Bu sart “i” noktasinin koordinatlarinin (x;, f;) aralik icin verilen sj(X)
fonksiyonunu saglamasi anlamina gelir. Bu sartt matematiksel olarak ifade edersek;

S (%) =a + b, (% —x)+ ¢ (% —x)* +d;(x —=x)* =, (32)
olmasini gerektirir. (x - X)) igeren terimler O (sifir) olacagindan bu sart bizi
a =" (33

sonucuna gotiiriir. Yani her polinomun birinci katsayisi, o poinomun uyarlandig: araligin
basindaki f degerine esit alinmalidir.



Birinci katasayilarin tamamini bulmus olmamiz bize (n-1) adet denklem saglamis
olur. Boylece baslangigtaki 4 (n-1) denklem bulma zorunlulugumuz, 3 (n-1) denklem
bulmaya indirgenmis olur.

Sart 2. Diigiim noktalarinda (ilk ve son nokta disindaki tiim noktalar) komsu iki
kubik polinomun degerleri esit olmali (si(Xi+1) = Si+1(Xi+1)) ve bu degerler o nokta igin
verilen (fi+1) degere esit olmalidir. Bu sarti matematiksel olarak ifade edersek;

S, (%) = & +B, (g =X) +C (X —X)* +d; (X —X)* =

i+1 i+1

(3.4)
2 3
si+l(xi-¢—l) = ai-¢—l + bi+1(xi+l - Xi+l) +Ci+l(xi+l - Xi+l) + Ci (Xi+l - Xi+l) = fi+l
Burada, Xjs1 — Xi = hj olsun. Xj:1 — Xj+1 = 0 olacagindan, bu terimleri yerine
yerlestirirsek;

a, +bh +ch’+dh’=a, =f

i+1

bulunur. Esitligin aj.; = fi+1 seklindeki ikinci kismi zaten bir dnceki sartin bir sonucudur.
Burada 6nemli olan esitligin birinci kismidir.

a +bh +ch’+dh’=f, (35)

Bu ifade bize h; ve fi;; degerlerini bildigimizden a;, b, ¢;, d;i katsayilar1 arasinda
bir iligki saglar. Bu iligki (n-1) tane daha denklem demektir. 1. sartin sonunda 3 (n-1)’e
indirdigimiz kosul sayis1 boylece 2 (n-1)’e inmis olur.

Sart 3. Diigiim noktalarindaki birinci tlirevler esit olmalidir ki birbiri ardina gelen
interpolasyon fonksiyonlar1 arasinda ani degisimler olusmasin. Bu kosulu koymazsak
diiglim noktalarinda komsu iki fonksiyonun tiirevleri esit olmayacagi ic¢in ani
degisimlerden kac¢mamayiz. Bu da lineer spline interpolasyonundaki benzer bir
dezavantaja neden olur. Komsu iki kiibik spline fonksiyonunun tiirevlerinin esitligi sartini
matematiksel olarak ifade edersek;

S (Xi1) =Sy (X)) =
bi + 2c;i (X =X ) + 3d| (Xi+1 =X )2 =b,+ 20'+1(Xi+1 - Xi+l)2 + 3di+1 (Xi+l - Xi+1)2

i+1 i+1 i

elde ederiz. Yine , Xi+1 — Xi = hj ve Xj+1 — Xij+1 = 0 olacagindan,
b, +2c,h +3d,h? =b, (3.6)
bulunmus olur.

Burada bj, ¢; ve d; birbirlerine baglanmaktadir. Ancak, bu ii¢ katsay1 (i+1). aralik
icin “b” katsayisi bilinirse bulunabilir. Bu da (n-1) degil (n-2) denklem bulabildigimiz



anlamia gelir. Boylece 2 (n-1) — (n-2) = n denklem daha bulmamiz gerektigi ortaya
cikar. Bu durum bir sart daha koymamizi gerektirir.

Sart 4. Diigiim noktalarinda ikinci tiirevlerin de esit olmasi kosulunu koyalim. Bu
kosul, diigim noktalar1 civarinda komsu iki kiibik fonksiyonun davraniglarinin
(artiyorlarsa artis, azaliyorlarsa azalis sekillerinin) da ayni olmasini saglar.

Si”(xi+1) = Si+l”(xi+1) = 2Ci + 6di (X - Xi) = 2Ci+l + 6di+1 (Xi+l - Xi+l) (3-7)

i+1
Yine, Xi+1 — Xi = hj ve Xj+1 — Xj+1 = 0 olacagindan,

2c, +6d.h. =2c, ,
Bu esitlik asagidaki sekilde yazilabilir.

d = Ci.1 — G
' 3h,

(3.8)

Bu denklem c; ve d; katsayilar1 arasinda bir iliski kurulmus olur. Ancak, bu iki
katsayr (i+1). aralik i¢in “c” katsayisi bilinirse bulunabilir. Bu da (n-1) degil (n-2)
denklem bulabildigimiz anlamina gelir. Bdylece n — (n — 2) = 2 kosul kaldigi anlamina
gelir.

Sart 5. Birmer—dégimde—0e), ikinci tiirevin 0 (sifir) (s"(x1) = 0) oldugunu

varsayalim. A

s"(x,)=0=2c, +6d,(x,—%)=0 :>-eiiO-A (3.9

Bu denklem sadece 1 katsayiy1 (e+) belirledigi i¢in 2 — 1 = 1 kosula daha ihtiyag
duyulmaktadir.

Sart 6. {(AD—digimde (Xn1) ikinci tirevin 0 (sifir) (s"(Xp.1) = 0) oldugunu

varsayalim. A
s"(x,,)=0=>2c, ,+6d, ,(x,,—X,,)=0=c ,=0 (3.10)

Bu denklem de sadece 1 katsayiyr (cp.1) belirledigi i¢in denklem takimi
tamamlanmis olur.

Simdi Sart 2’yi1 ifade eden (3.5) denkleminde d; katsayilarinin yerine (3.8)’de elde
edilen esitligi koyalim. a; katsayilar1 yerine de (3.3) denkleminden f; degerlerini koyalim.


ozbasturk
Replace

ozbasturk
Replace
En son noktada

ozbasturk
Replace

ozbasturk
Replace
1. noktada (x0)

ozbasturk
Replace

ozbasturk
Replace
s"(x0) = 0 --> 2c0 + 6d0(x0 - x0) = 0 --> c0 = 0

ozbasturk
Strikeout


it ~ 5 hi3 = fi+1
3h.

a +bh +ch®+dh’ =, = f +bh +ch’+

i+1

Bu esitlikte gerekli sadelestirmeleri yapacak olursak;

fi+l — fi
h.

i endeksi yerine i-1 koymak higbir seyi degistirmeyecektir.

bi = _h_:),i(zci +Ci+1) (3.11)

bi—l = Q - % (2Ci—l + Ci) (3.12)

Bu kez Sart 3’11 ifade eden (3.7) denkleminde d; katsayilarinin yerine (3.8)’de elde
edilen esitligi koyalim.

Cia —

b, +2¢;h +3d,h? =h,,, = b, +2¢;h +33Tcih.2 -

i+1 i i+1

Bu esitlikte gerekli sadelestirmeleri yapacak olursak;

b.,=b +h(c +c,,)
Yine i endeksi yerine i-1 koymak higbir seyi degistirmeyecektir.
b =b_,+h_(c,+c) (3.13)
Bu ifadede b; yerine (3.11), b;.; yerine (3.12) denklemini koyacak olursak;

f fi—fiy

hi—l

i+1 fi

h.

—h—:))i(ZCi +C,,) = _%(2Ci—1 +¢)+h (¢, +¢)

Bu ifadenin her iki tarafini 3 ile ¢arparsak;

f,—f f.—f
" — 3 i+1 i _3 i i-1
h, h.

1 -1

h.,c, +2h ,c, +2hc, +hc,

Esitligin ikinci tarafindaki kesirli ifadelerin Newton un kesirli farklar tanimina karsilik
geldigini hatirlayalim.

HENE fia = 1, ve flx . %]= = fis imak iizere,

i1 Nl i—17
i i-1

h_.C., +2h_c +2hc +hc,, =3(f[x,x,,]- f[x..x]) (314)

i+l



Simdi tiim bu denklemleri (3.9, 3.10, 3.14) bir denklem sisteminde birlestirecek olursak;

1 0 0 0 0 0 -0 0 0
hy 2(h, +h) h 0 0 0 0 0 0
0 h 2(h, +h,) h, 0 0 0 0 0
0 0 h, 2(h, +h,) h, 0 0 0 0 .
0 o 0 h, 2(h, +h,) h, = 0 0 0
-0 0 0
0 o0 0 0 0 + 2(hy 5+, 5) Dy 0
0 0 0 0 0 0 ~hy, 2(h,_, +h) h |
e, 1 [0 ]
C, 3(f [y, %, ] %0, %)
C, 3(f[X2'X3]_ f[Xl'XZ])
C, _ 3(f[X3,X4]— f[XZ,X3])
= (3.15)
C, 3(f[X4,X5]— f[Xa,X4])

3( f [Xn—z J Xn—3]_ f [Xb—Z ! Xn—l])
c,.| |0 |

Bu denklem sistemi ¢Oziilecek olursa c; katsayilart elde edilmis olur. Bu sistemi
¢ozmek i¢in asagidaki yolu takip etmek gereklidir. Sistemin katsayilar matrisi olan birinci
matrisini H, ikinci matrisi olan bilinmeyenler vektdriine C, esitligin karsi tarafindaki
sonug vektorine R diyelim.

H*C=R=>H'*H*C=H'*R=1*C=H'*R=C=H"'*R (3.16)

C vektoriiniin elemanlar1 olan c¢; katsayilar1 bu sekilde belirlendikten sonra, b;
katsayilar1 (3.12) ve d; katsayilar1 (3.8) denklemi ile c; katsayilarina bagh oldugundan
onlar da s6z konusu denklemler kullanilarak elde edilir. a; katsayilari ise zaten (3.3)
denklemi ile her araligin baslangicindaki 6l¢iim degerine (f;) esittir.



Ornek 3. Asagidaki olciimleri ve kiibik (iiglincii dereceden) spline
interpolasyonunu kullanarak x = 5 degeri i¢in aradeger hesab1 yapiniz.

i Xi fi

0 3.0 2.5
1 4.5 1.0
2 7.0 2.5
3 9.0 0.5

C6zum. (3.3) numarali denklemle ifade edilen birinci sart bize a katsayilarinu
verecektir.

a,=f,=25
,=1=10
a,="f,=25

(3.15)’te verilen denklem sistemini kullanarak c; katsayilarini hesaplayalim.
Bunun i¢in oncelikle h; farklarini hesaplayalim.

h, =%, —X%,=45-3.0=15
h=x,-x,=70-45=25
h,=%,-%,=9.0-7.0=2.0

Simdi denklem sisteminin katsayilar matrisini (H) hesaplayalim.

10 0 07t o 0 0] ftooo
hy 2(h, +h,) h, 0 | [1.52(1.5+25)25 0 | |1580250
10 2(h, +h,) h, | [0 25 2(2.5+2.0)2.0| |0 2590 2.0
00 0 1] [0 o0 0 1 00 01

Esitligin kars1 tarafindaki vektorii (R) hesaplamak igin dncelikle kesirli farklari
hesaplamak gereklidir.



[ x,] = f,—f, 1.0-25
O X -x, 45-3.0
[ x,]= f,-fi_25-10 .
P %, —x, 7.0-45

f,—f, 05-25
Flxp %] = 3% = =

-1.0

= =-1.0
Xg—X, 9.0-70
Simdi sonug matrisi olan R vektoriinii hesaplayalim.
0 0 0
C|3(F[x %, ] f% %D || 3(0.6,~(-1.0))| |48
C3(F[%,, %, ]- f[x, %, D) | |3(-1.0-0.6) | |-4.8
0 0 0

Bdylece denklem sistemimiz;

100 017 [c] [0
1580250 |, |c, | |48

0 259020/ [c,| |-48
00 01 c,| |0

seklinde elde edilmis olur. Bu denklem sistemini ¢6zmek i¢in katsayilar matrisi (H) nin
tersini almaya ihtiyacimiz var.

-1

10 00 1.000 0.000 0.000 0.000
o= 1580250 _ —-0.2050.137 -0.038 -0.076

0 259.020 0.057 -0.0380.122 0.243

00 01 0.000 0.000 0.000 1.000

H*C=R=>H'*H*C=H'*R=1*C=H"'*R=C=H"*R oldugundan,

¢,| [1.000 0.000 0.000 0.000 0

oo |G| _|-02050137 -0.038-0.076|, |48
c,| [0.057 -0.0380.122 0.243 48
¢;| [0.000 0.000 0.000 1.000 0



c= c, | _|0.8395
C, —-0.7665
Cy 0

Burada 4 noktamiz oldugu i¢in 3 araligimiz oldugunu, her bir aralik i¢in bir kiibik
polinom hesaplayacagimiz i¢in de 3 tane c¢; katsayisina ihtiyag duydugumuzu
vurgulayalim. Hesaplanan c3 = 0 katsayis1 sadece b, ve d, katsayilarimi hesaplarken
kullanacagimiz, ancak kiibik polinomlarda kullanmayacagimiz bir katsayidir. Simdi b; ve
d; katsayilarini sirasiyla (3.12) ve (3.8) denklemlerini kullanarak hesaplayalim.

f—fy h
b, =——"=2-—"Y(2c,, +¢;) (3.12
i-1 hi71 3 ( i-1 |) ( )
by =2 to Mo oe 4y =10=25 15500 0.8305) = —1.4108
hy 3 15 3
b, =12 fMae 1) =220 25 54 8395 0.7665) = ~0.1604
h 3 25 3
P, f 5,-25 2.
o= te Mpe )2 05725 205. 47665 1 0)=0.0220
h, 3 20 3
Cin —C
d — i+1 i 38
g GG 08B0
sh,  3*15
R —0.76:32— E(3).8395 ot
1 .
d, - 033; C, _0- (310;(?65) ~0.1278
: .

Bdylece bitin a;, b, ¢, di katsayilarin1 hesaplamis olduk. Artik tiim araliklar igin kiibik
polinomlar1 yazabiliriz.

Si(x)zai +bi(x_xi)+ci(x_xi)2 +di(x_xi)3 (3-1)



S, (X) = 2.5-1.4198(x —3.0) +0.1866 (x — 3.0)°
s,(X) =1.0-0.1604 (x — 4.5) + 0.8395(x — 4.5)* —0.2141(x — 4.5)°

s, (X) = 2.5+0.0220(x — 7.0) — 0.7665(x — 7.0)* + 0.1278(x — 7.0)°
X1 = 4.5 <x =5 <X, ="7.0 oldugu i¢in s;(x) fonksiyonunda x yerine 5 koymamiz
aradigimiz aradegeri bulmamizi saglayacaktir.

5,(X)=1.0-0.1604x —4.5) +0.839%x — 4.5)*> —0.2141x - 4.5)° =
5,(5)=1.0-0.16045-4.5) +0.839%5-4.5)> -0.21415-4.5)° =1.102¢

bulunmus olur. Sonuglarimiz1 bir grafik {izerinde gorelim (Sekil 3) ve bu grafigi diger
spline interpolasyon yontemlerini kullanarak elde ettigimiz Sekil 1 ve Sekil 2’deki
grafiklerle karsilastiralim. Sonuglarimiz diger her iki interpolasyon yontemine gore ¢ok
daha gergekei, diigiim noktalar1 arasindaki kiibik polinomlar ise degisimi temsil etmekte
¢ok daha etkin gérinmektedir.

30 T T T T T T T T T

251

2.0t

10p Aradeger .

051 i

0.0
0

Sekil 3. Kiibik Spline Interpolasyonu.
Mavi noktalar verilen, kirmizi ise interpolasyonla hesaplanan noktay1 gostermektedir.





