1- (X, Y, 2)
2- Kutupsal kon diizenegi (r, 0, o)

X=r cos 0 cos ¢
y=r cos 0 sin ¢
Z=rsin 0



ndugu yonde

Oy rasgele

den Oy-yonune dogru
(+) saati ] ve bu

arti yonlu . Karsit durum icin ise “eksi

" duzenek dikkate

dikkate alarak, kutupsal duzenekte

ru ile ve guneye dogru le
acisida yonde ile arasinda olculur.
S| SOz konusu ise, kure yaricapi r=1 birim alinir. Bu
da bir C noktasinin yeri (6, ¢) gibi iki aciyla anlamli
arak belirtilebilir.



Kuzey kutup

Guney kutup

birbirlerini
a bir klresel agl
acl, kesisen bu iki
arasindaki IKI



KURESEL UCGEN

| de elde edilen
Basit Kuresel Ucgen '

B acisi (OBC) ile (OBA) duzlemleri
arasindaki olcek acidir (iki duzlemli a

B =SBT
Kenarlar da aci ile olcul

AOB=c .



TEOREM







ki duzlem
. Cunku bu aci
| teget arasindaki
Oysa B’ acisinin
esitine gore egiktir. Onun
olcek acisindan kucuktur.
B° noktasini sonsuza dogru
cek olursak B’ nun giderek kuculup
Ira yaklastigini goruruz.

Ayni degerlendirme acisi lle acisi icin

de yapilabilir. Sonug olarak,



A+B+C>A+B+C' = A+B+C>180° bulu
?
18

Dolayisiyle,
A <180°
B <180°
C <180°

A+B+C<



Onemli bir kag¢ ozelligi aciklamada
yararli olan “Kutupsal dggen”
tanimi  soyledir : Ucgenin bir
kenarinin bulundugu daireye kure
merkezinden c¢ikilan dikme kureyi
Iki noktada deler. Bu noktalardan
her biri Uc¢genin bir kenarinin
“kutup noktasi” veya “kutbu” denir.
Bu tanima gore bir kiresel G¢genin
altt tane kutbu vardir. Bu kutup
noktalari Ucer Ucer birlestirerek bir
cok kuresel Uucgen olusturmak
mumkuanduar. Fakat bunlarin icinde
bizim dikkate aldigimiz Ug¢genin
kars! tarafinda u¢ kutup noktadan
olusan Dbasit kuresel Uggen
gulu_nabilir. Buna “Kutupsal ucgen”

enir.

ABC bir kuresel u¢gen ise bu kuresel
ucgenin A’'B’C’ gibi bir kutupsal
ucgeni vardir. Burada a nin kutbu
denilince A’ noktasi akla
gelmelidir. Obur kutup dikkate
alinmaz.




TEOREM : in kutupsal

esel ucggeninin

kenarinin kutup noktasi A
Kenarinin kutup noktasi

O T 9 O T o

Kenarinin kutup no
Kenarinin kutup
Kenarinin




Sekilden,
OB’ 1L (OAC) diizlemine — OB’ L+ OA
OC’ L (OAB) diizlemine — OC’ - OA

O halde OA 1 (OB’C’) diizlemine,
yani A noktasi

B'C’ yaylr = a kenarinin kutbudur.
Benzer sekilde B kosesinin de b’
kenarinin, C kosesinin de ¢
kenarinin kutuplari oldugunu
gosterebiliriz. Ornegin B — b’ icin;

OB -l (OAC) —» oBL0OC

OB -1 (OC’A’) — OB-L OA’ gibi.




A'B’C’ kuresel ugcgeni ABC uggeninin kutupsal Ucgeni ise,
bu iki i¢cgenin kenarlari ve acilari arasinda A+a’=180°, B+b’'=180°,
C+c’=180° ve a+A’=180°, b+B’=180°, c+C’=180° bagintilari vardir.

Ispat : a) Sekilden yararlanarak,

OA L (OB'C’) — OA - OP ayni zamanda OA 1 0Q,
O zaman POQ=A oluyor.

OB’ L (AOC) — OB’ 1+ 0Q — B'OQ =90°
B'OP=x ,B0OQ = x+A = 90°

OC’ 1 (AOB) — OC’ 1L oP — C’'OP=90°
C'OQ =y, COP = y+A =90°

Benzer yoldan b’+B =180° ve ¢’'+C = 180° oldugu gdsterilebilir.



b) OL dogrusu (OA’B’) dizleminde,
OM dogrusu (OA’C’) duzlemindedir.

O halde bu iki dizlemin arakesiti OA’ diir. Diger
taraftan,

OL , (OBC) icinde,
OM, (OBC) icindedir.
A’ noktasi a kenarinin kutbu - OA’ L (OBC)
OA' 1oL
OA 1 oM
LOM acisi (A'OB) ile (A'OC’) dugzlemleri
arasindaki olcek acidir. Yani LOM = A’ dir.
B golg' > OBL(0OAC)—> OBLOM ,BOM=
C — ¢’ niin kutbu — OC 1 (OA'B’) > oCc L OL,
COL =90°




BOM = BOC + COM = 90°
COL =COB + BOL = 90°

BOC +COM +BOL +COB =

LOM =A'

| yoldan B’ +b = 180° ve
oldugu gosterilebilir.



y temel
formuller






A A
OAD ve OAE dik ucgenlerinde;

tanc:E — AD =0OA tanc
OA

cosc=% :>OD=%=OAse
oD



A
D AE duzlem ucgeninde;
2 2 2

DE =AD + AE —2AD AEcosA
(1) ve (2) den vyararlanarak,

A
DOE duzlem ucgeninde;
2 2 2

DE =0D +0OE —-20D OEcos




(3) ve (4) den,

sec’b+sec’ c—2sechsecccosa = tan®b+tan®c—2tanbtanccos A
sec’b=1+tan°b , sec°c=1+tan’c koyarsak,
1+tan’b+1+tan’c—2sechsecccosa=tan®b+tan’c—2tanbtanccos A

2cosa sinbsinc
2 — =2 CoS A
cosbcosc cosbcosc
2Cc0osa sinbsinc
— =2 COSA-2
coshcosc cosbhcosc

+2cosa==2sinbsinccos A+ 2cosbcosc
cosa =cosbcosc+sinbsinccos A

bulunur ki bu, kuresel ucgende kenar
cos teoremidir. Bunun gibi,
cosb =cosacosc+Sinasinccos
COSC =Ccosacoshb+sinasin



cosa=coshcosc+sinbsinccos A
sinbsinccos A=cosa—coshcosc

Her iki tarafin karesi alinirsa,
sin®bsin®ccos® A= cos® a—2cosacosbcosc+cos b
HK_J
1-sin® A
sin®bsin®c—sinbsin®csin® A=cos”a—2c¢
H,_J%r_J
1-cos’b 1-cos’¢c
1—c0s°b—cos® ¢ +cosbcos® c—si
cos’a—2cosacosbc

sin®bsin®csin® A=1-c¢



(1) ve (2) karsilastirilirsa,
x%sin?asin®bsin®c =sin’bsin®csin® A

, sin® A _sinA
X =——— = X
sin“a sina
Kuresel ucgende a>0° A<180° dir.
Yani sin lerin degeri (+) dir. O hald
sin A
X =—
sina

x’sina=sin’A =

olur.

sinB
sinb

b kenari icin x=

¢ kenari icin x
Bu ifadelerde

sinA
sina




Sinus( )xKosinus( ) formulu

b kenarina iliskin cos formulu;
cosb =cosacosc-+sinasinccos B

yalniz Brirakirsak

sinasinccosB=cosb— cosa cosc
—_—

cos formulu yaz.

sinasin ccos B = cosb — cos ¢(cos b cos ¢ + sin bsi

= cosb—cos’ccosb—sinbsincc
= cosb(L— cos? ¢ )-sinbsin

sin®c
sin asin ccos B = cosbsin®
sinacos B =cosbsinc
Benzer sekilde,



sinacosC =coscsinb—sinccosbcos A
sinbcosC =coscsina—sinccosacos B
sinbcos A=cosasinc—sinacosccos B
sinccos A=cosasinb—sinacosbcosC
sinccos B =cosbsina—sinbcosacosC

Kosinus( )xKosinus( ) formudld ;

cosb=cosa cosc +sinasinccosB
|

cos formulu koy.

cosc=cosacosb+sinasinbcosC
cosb = cos® acosb + cos asi
cosb—cos® acosb = co
cosbsin®a =sin



Her iki yani (sinasinb) ye bolunurse,

. sinc
cotbsina = gosacosQ+_—bcos B
sin

N
cekilirse

: sinc
cosacosC =cotbsina———cos B

sinb
sinb sinc . .. sinb sinB Ny
: = — di = ——=— kullanilirsa
sinB sinC sinc sIinC

cosacosC =cotbsina—cotBsinC elde
Benzer sekilde,

cosbcosC =cotasinb—cot Asin
cosbcos A= cotcsinb—cot



Acilar igin cos formulu ;

ar cinsinden degerleri yazilirsa,
0s(180-C’)+sin(180-B’)sin(180-C’)cos(180-a’)
0s C' —sin B’ sin C’' cos a’

B cos C +sinB sin C cos a bulunur.

-cosAcosC+sinAsinCcosb
C=-cosAcosB+sinAsinBcosc yazilabilir.



sin(  )xcos( ) formulleri ;

5in (180-C’) —
') cos (180-C’) cos (180-a’)
sin B’ cos C' cos a’

sin B cos C cos a bulunur.

sin B + sin C cos B cos a
0SAsinC+sinAcosCcosb
sc=cosCsinA+sinCcosAcoshb
cosa=cosAsinB+sin AcosBcosc
INn Ccosb=cosBsinA+sinBcosAcosc yazilabilir.



Dik G¢gen
DIK ACILI KURESEL UCGEN

1- Kenar icin cos teoremi,
cosa=cosbcosc+sinbsi

cosa=cosbcosc

2- Sinus formulu,

sina




3- sin(

) X cos( ) formuld,

sinacos B =cosbsinc—sinbcosccos A
0

sinacos B =cosbsinc
sinc
sina
[S—
sinC (3)'den
sinacosC = coscsinb—sinccosbcos A
0

cos B =cosb cos B =cosbsinC ...(4)

sinacosC =coscsinb
sinb
sina
[S——

sinB (2)'den
sinbcos A=cosasinc—sinaco
0
coS asinc = Sin a cos c cos

cosB =cotatanc

sinccos A = cos
0
cosasinb

cosC =cosc cosC =coscsi




4- cos( ) x cos( ) formulu,

cosbcos A=sinbcotc—sin AcotC
g ~ J T
(0]

sinb =tanccotC ...(8)
sinc =tanbcot B ...(9)
5-sin( ) x cos( ) formuld,
sin Bcosa =cos AsinC +sin AcosC cosb
o E J/ %1~
sinBcosa=cosC cosb ...(10)
sinC cosa = cos Asin B +sin Acos Bcosc
- 6 -/ Rl,—J
sinCcosa=cosBcosc .11

(10) ve (11) taraf tarafa bo
sinBcosa cosCcosb

cos Bcosc sinC cosa
COS a

CoSsC

tan B =cotC

cos a = cot



= cotg B cotg C
=tg ccotg C
=tg b cotg B
=cotgatgc
=cotgatghb

daha kolay elde

S1 0gelerin cos leri carpimi



= komsu ogelerin cotg lari
carpimi

ORMULLER :

temel formuller, toplama ve c¢ikarma islemlerini
n dolayr hesaplamada (0zellikle logaritmik islem

arak yapilacak hesaplamalarda) pek elverisli degildirler.Bu

le, carpma, bolme, kuvvet ve kok islemlerini iceren ve temel

yrmullerden yararlanarak cikarilan formullere “Yardimci veya ikincil
formuller” denir. Bunlar soyle siralanabilirler :



cosa=cosbcosc+sinbsinccos A

cosa—cosbcosc

sinbsinc
Simdi 1—cos A ve 1+cosA yi olustursak,

cosa—cosbcosc

Cos A=

1-cosA=1-—

sinbsinc
__sinbsinc—cosa+cosbcosc
sinbsinc
cos(b—c)=sinbsinc+cosbcosc oldugundan,
cos(b—-c)—cosa
1-cos A= ( ) (D)
sinbsinc
cosa—cosbcosc
1+cosA=1+ - .
sinbsinc
__sinbsinc+cosa—cosbcosc
sinbsinc
—cos(b+c)=sinbsinc—cosbcosc oldugundan,
—cos(b+c)+cosa
1+cos A = {0 -(2)

sinbsinc



1—cosA:25in2§ ve (1) den;

COSX cosy
T ——
., A cos(b—c)-cosa _—
2sin® — = : : yazilabilir.
2 sinbsinc

l+cosA:20052§ ve (2) den;

2 cos? agpcc: a_—co_s(b +c) yazilabilir.
sinbsinc

cosx—cosy:—ZSinX+y sin2—Y ozelliginden yararlanarak,
bulunan bu ifadeler,
. b-c+a . b-c-a
—2SIn—— sIn
2sin® — = 2 2
2 sinbsinc
[burada sin _(a+c_b)=sin b—c2:—a yazilabilir}
. a+b-c . a+c-b
A smT smT
sin® — = : : Ve,
2 sinbsinc
a+b+c . b+c—-a
A smT smT
cos® — = olur.

sinbsinc



a+b+c=2u alinirsa,

a+b-c=2(u—c)

a+c—b=2(u-b)

b+c—a=2(u-a)

olur ki bunlar kullanilirsa,
sin—z(u_c) sin 2u—b)

sinzé: 2 2
2 sinbsinc
s [sin(u —c)sin(u —b)T2
2 sinbsinc
. 2u . 2u-a)
A Sin—= sin
cos?— = 2 2
sinbsinc
A [sinusin(u—a) i
COS — = : _
2 sinbsinc

araf tarafa oranlanirsa,



tané{sin(u—c)sin(u—b)} N0

2 sinusin(u—a)
(4)un pay ve paydasi sin(u—a) ile carpilirsa,

tang = {Sin(u j a)Sir;(ilrJ\ . = C)Tz sin(ul— a)

p {sin(u —a)sin(u—b)sin(u—c)

1/
: ile gosterilirse
sinu

tamé = — UL ve benzer sekilde,
2 sin(u—a)

fan
2 sin(u—b)

tan
2 sin(u—c)

formulleri denir. Kuresel Uc¢genin a,
verilip A, B, C elemanlari istendiginde kullantlir.



ur. Bu bagintilar (5) te yerine

A=180-a' = ?:90—3

- {sin(_u —b_)sin
sin usir



1/2

a' [ cos(U—-B')cos(U—-C")]
| —cosU cos(U - A)

a' | —cosU cos(U - A)
| cos(U - B')cos(U -C') |
Bunun pay ve paydasi cos(U - A) ile carpilirsa,

-1/2

o { —cosU

2 | cos(U —B')cos(U —C')cos(U — A"

olur. Uclaklar ucgeni ozelliginden de,
1/2

tan s = { e } cos(U - A)

2 | cos(U — A)cos(U —B)cos(U —C)

yazilabilir.

)TZ cos(U — A)

B —cosU
4 \/cos(U — A)cos(U —B)cos(U —C)

tan% =n cos(U—-A)  olur.
tang =n cos(U - B)

C

tan—=n cos
2

Burada

formulleridir. Ac¢i elemanlari verilip kenar

stendiginde yararlanilir,



A+ B C C a—>b
COS — = COS — COS
2 2 2

A+ B C . C a-+
COS — = SIN — CO0S
2 2

Sin

er arasinda belli bir sira ile degistirme yapilarak,
ekiz tane formul daha bulunabilir. Bu formullerin

thrmak, A., 1977, Gokbilim Dersleri, Cilt |, Kuresel
Ege Uni. Matbaasi, Bornova” kitabinda ayrintili bir sekilde
ektedir.






senellikle,
uzunluk Kenarlari ise

undugu kurenin
abilir. Duzlemsel
i¢c acilarinin toplami
n “Kuresel artig1” denir.

oulundugu kurenin yaricapl! r ise,
7 r°E

~180°
formulu 1

Buna L'Huilier formulu denir. Burada 2u=a +b +c dir.



