MORAN DENKLEMI

Benzerlik boyutunu veren d;, = lfoggzlv formulq,
Tum parcalari ayni 6lcekli kendine benzer
fraktallara uygulanabilir. Ama elimizde farkl
parcalari farkli 6lcekli olan kendine benzer bir
fraktal oldugunu disunelim. Diyelim ki fraktal
Olcekleriry, 1y, ..., )y 0lan N parcaya
bolinebilsin. Benzerlik boyutu formaltna nasil
genellestirecegiz?




Bu formull, her bir 6lcegi digerinden ayirt
edecek sekilde yeniden yazmaliyiz. Ancak ondan

sonra r’ nin farkli r; degerlerini degistirebiliriz.
d=d, alarak,

log N
log—

d= ifadesi, dlog —logNsekImde yazilabilir.

1

Bu ifadeden uslu olarak; (;

d
) = N vyaazilabilir.



Bu ise; 1=Nr% ve boylece fraktal
bolindiglnde her bir kopya icin ayni r’ yi veren
1=r¢ +r¢ + ... 4+ r? (N-tane) ifadesi elde
edilir.

Her bir r kopyasi icin r; yi alirsak, d benzerlik
boyutunun saglamak zorunda oldugu

1=r,% 4+ r,% + .- 4+ ry%yi elde ederiz. Bu ifade
Moran Denklemi’ dir.



Her bir r;, 0< 1; < 1 oldugu strece, Moran
Denklemi’ nin ¢6zimu tektir ve bu ¢6zim d=d,,

benzerlik boyutu’ dur. Simdi ¢oziimun tekligini
gosterelim:

1=r¢ + -+ ry%nin0<ry < 1,...,0< 1y < 1
da ¢cozimuinun tek oldugunu goéstermek icin
f(d)=r{? + -+ + 1vy? fonksiyonunu goéz 6niine
alalim.



Burada f(0)=ry" + -+ ry%=14+--+1 =N
oldugunu goéruyoruz. Ikinci olarak, d— oo icin
f(d)— 0 dir. Bunun sebebi herr; < 1 (ve 0< 17)
oldugundan, d— oo iken her bir ;¢ — 0

olacaktir. Uctincui olarak, f(d) nin grafigi surekli
azalandur.

Turevi, f'(d) = r1%In(ry) + - + v In(ry)
dir. 0< 1; < 1 oldugundan, her bir In(r;) < 0 ve
f'(d)<0 dir.



ORNEK: N=4, 1, =1, =13 = Yo ve 1=/,

icin f(d) nin d ye gore grafigi asagidadir. Y=f(d)
nin grafiginin y=1"i d=1.72368 de kestigine
dikkat edin. Bu deger, bu dlceklere gore fraktalin
benzerlik boyutudur.






Boyle bir fraktalin resmi nasil olabilir?

Asagida verilen fraktallardan bazilarinin
benzerlik boyutlarini bulalim:



ORNEK-1:




Elimizde, 1. adimda, % Olcekli 3 kendine benzer

sekil ve 1 tane i Olcekli 1 kendine benzer sekil
var. Dolayisiyla Moran Denklemi’ nden

1 1 P
32_d+14_d: 1 dir.

Cozumun tekliginden, d=1.72368 bulunur.



NEK-2:

OR




Bu fraktalda da 1. adimda, % Olcekli 3 kendine

benzer sekil ve 1 tane i Olcekli 1 kendine benzer

sekil var. Dolayisiyla Moran Denklemi’ nden
d=1.72368 bulunur.



ORNEK-3:




Bu fraktal icin ise d=1.72368 dir. Moran
Denklemi analitik olarak 1/,=(%2)# alindiginda
cozulebilir:

3(1/,)% + (1/,)%=1 denklemi

3(1/,)% + ((1/2)2)d = 1 olarak ve

2
3(1/,)% + ((1/2)d) = 1 olarak yazilabilir.



(1/,)%=x alinirsa, Moran Denklemi 3x + x?=1
olur.

Buradan Xx =(—3i\/1_3/2) dir. x =(1/z)d

pozitif oldugundan, x = -1+ */1_3/2 ve
log —3+\/1_3/
buradan d= gog(l/z) 2) dir. Bu yaklasim, tium

Olcekleri, olceklerinden birinin (tam sayi) kuvveti
olmasi halinde kullanilabilir.



