Birinci Basamaktan Diferensiyel Denklemlerin Uygula-
malari

1. Yoriingeler
F(z,y,c) =0 (1)
xy— diizleminde verilen bir parametreli egri ailesini gostersin.

Tanim 1. (1) ile verilen egri ailesini dik ag1 altinda kesen egri ailesine (1) in
dik yoriingeleridir denir.

(1) in dik yoriingelerini bulmak igin ilk olarak (1) denkleminin her iki yaninin
diferensiyeli hesaplanir ve ¢ parametresinin igerilmedigi

) e

diferensiyel denklemi elde edilir. (1) in dik yoriingeleri
dy 1

dv — f(z,y)

diferensiyel denkleminin bir parametreli ¢oziimii olan

G(z,y,k)=0

egri ailesidir.

Tanim 2. (1) ile verilen egri ailesini o # g acis1 altinda kesen egri ailesine

(1) in egik yoriingeleridir denir.

(1) in egik yoriingeleri f(x,y) fonksiyonu (2) de belirlendigi gibi olmak iizere
dy  f(z,y)+tana

- (4)

dr  1— f(z,y)tana

diferensiyel denkleminin bir parametreli ¢oziim ailesidir.

Ornek 1. y = cx? parabol ailesinin dik yoriingelerini bulunuz, burada ¢
keyfi sabittir.
Coziim. Verilen denklemin her iki yaninin diferensiyeli alinip, elde edilen
diferensiyel denklemde ¢ = % oldugu ve (3) esitligi dikkate alinirsa, aranan
egri ailesinin diferensiyel denklemi

dy  «x

i~y (5)

1



bulunur. (5) diferensiyel denklemi degigkenlerine ayrilabilen bir denklem olup
integre edildiginde verilen ailenin dik yoriingeleri

2y° + 2% = ¢

olarak bulunur.

e 0
Ornek 2. 22 + y? = ¢ cemberler ailesini o = 7 Aast altinda kesen egik
yoriinge ailesini bulunuz, burada c keyfi sabittir.

Coziim. Verilen egri ailesinin her iki yaninin diferensiyeli alinirsa

dy «x
de vy
diferensiyel denklemi elde edilir. O halde f(z,y) = _z olup (4) esitligi goz

oniine alinirsa aranan egri ailesinin diferensiyel denklemi

dy y-—=w
%_yan (©6)

elde edilir. (6) denklemi bir homogen diferensiyel denklem olup y = zv, v =

v(z) degisken degigtirmesi yapilip ¢oziildiigiinde aranan egik yoriinge ailesi

In (22 + y?) + 2arctan > = 0
X

olarak bulunur.



2. Artma ve Azalma Problemleri

N(t) artan veya azalan madde miktarmi (veya niifusu) gostersin. Madde
miktarinin zamanla degisim hizinin mevcut madde miktari ile orantili oldugu

kabul edilirse,

AN
© kN
dt

diferensiyel denklemi elde edilir, burada k orant: sabitidir.

Ornek 1. Bir radyoaktif maddenin miktar: ile orantil bir hizla yok oldugu
bilinmektedir. 150 y1l sonunda madde miktarinin yarisinin yok oldugu
gozlemlendigine gore

(a) 450 yil sonunda madde miktarmin yiizde kaci kalir?
(b) Kag yil sonra baglangictaki miktarimin %10 u kalr?

Coziim. N(t) herhangi bir ¢ anindaki madde miktarini, Ny baglangigtaki
madde miktarim gostersin. Bu durumda

AN
— = kN (1)

diferensiyel denklemi elde edilir, burada k& < 0 orant: sabitidir. (1) diferen-
siyel denklemi degiskenlerine ayrilabilen bir denklem olup integre edilirse

N(t) = ceM (2)

genel ¢oziimii bulunur, burada c integral sabitidir. N(0) = Ny baslangig
kosulu uygulanirsa (2) den

N(t) = Noe* (3)
bulunur. % orant1 sabitini belirlemek igin N(150) = %NO kogulu (3) denkle-
minde goz oniine alindiginda £ = ﬁ ln% ve buradan

t
N(t) = Ny (%) 150 (4)

elde edilir
(a) (4) den N(450) = Ny (%)3 olup 450 y1l sonunda baslangigtaki madde
miktarmim %12.5 i kalir.



1
(b) N(t1) = 1_ONO olacak gekildeki ¢; yilin1 ariyoruz. (4) den elde edilen

31
1 1\ 150
~Ny= N, [ =
107 (2)
denklem coziildiigiinde
b 15Oln 10
! In2

elde edilir.

Ornek 2. Bir kiiltiirdeki bakteri miktar: ile orantili bir hizla artmaktadir.
Baslangigta 30 bakteri lifi vardir ve iki saat sonra bu say1 %20 artmigtir.

(a) Herhangi bir ¢ aninda kiiltiirdeki yaklagik lif sayisin1 bulunuz.

(b) Bakteri miktarmin baglangigtakinin iki katina ¢ikmasi igin gereken
zamani bulunuz.

Coziim. N(t) herhangi bir ¢ aninda kiiltiirdeki bakteri miktarim gostersin.
Bu durumda

dN
~_ —EkN 5

diferensiyel denklemi elde edilir, burada k& > 0 orant: sabitidir. (5) diferen-
siyel denkleminin genel ¢oziimii

N(t) = ce™ (6)

olup, N(0) = 30 ve N(2) = 36 olduguna dikkat edilmelidir.

(a) (6) ¢oziimiinde N (0) = 30 oldugu goz oniine alimirsa
N(t) = 30e"

bulunur. £ orant1 sabitini belirlemek icin N(2) = 36 kosulu goz Oniine

1.6
alimirsa, £k = = In R ve herhangi bir ¢t anindaki yaklagik lif sayisi

N(t) = 30 (g) 2 (1)

bulunur.



(b) N(t1) = 60 olacak sekildeki ¢; belirlenmelidir. (7) den elde edilen

131

6 2
60=30( -
9

bulunur.

denklemi ¢oziildiigiinde ¢; = -
In1.2



3. Sicaklik Problemleri

T'(t) bir cismin sicakligini, T,,, de cismi ¢evreleyen ortamin sicakliginm gostersin.
Bu durumda Newton'un soguma yasasina gore cismin sicakliginin zamanla
degisim hiz

dr

= = k(T —Tp 1

= k(T = T,) (1)
veya

dT

— 4+ kT = kT, 2

T (2)

diferensiyel denklemi ile ifade edilir, burada k pozitif orant1 sabitidir. (1)
ya da egdeger olan (2) diferensiyel denkleminin 7' > T}, durumunda soguma
problemini, 7" < T,, durumunda ise 1sinma problemini ifade ettigine dikkat
edilmelidir.

Ornek 1.80 °F sicakliktaki bir cisim 50 °F sabit sicaklikta tutulan bir odaya
yerlestiriliyor. 5 dakika sonra cismin sicakligi 70 °F ye diistiigiine gore

(a) 10 dakika sonra cismin sicakligi kag °F' olur?
(b) Yaklagik olarak kag dakika sonra cismin sicakhigi 60 °F' olur?

Coziim. T'(t) herhangi bir ¢ aninda cismin sicakligim, 7}, de ortamin sicak-
ligin1 gostermek iizere verilen problemin diferensiyel denklemi

dT
— + kT = 50k
—+ 50 (3)

ve kogullar 7'(0) = 80, 7'(5) = 70 seklindedir. (3) diferensiyel denklemi
degiskenlerine ayrilabilen bir denklem olup integre edilirse

T(t) =50 + ce—* (4)

genel ¢oziimii bulunur, burada c¢ integral sabitidir. 7'(0) = 80 kosulu uygu-

lanirsa (4) den
T(t) = 50 + 30e—"* (5)

bulunur. k orant:i sabitini belirlemek i¢in 7'(5) = 70 kosulu (5) denkleminde
1

2
goz oniine alindiginda e ™% = <§> 5 ve buradan



elde edilir )
2
(a) (6) dan T'(10) = 50 + 30 (§> olup 10 dakika sonra cismin sicakligy

yaklagik olarak 63 °F' olur.
(b) T'(t1) = 60 olacak sekildeki ¢; degerini ariyoruz. (6) dan elde edilen

b
60 = 50 + 30 (%) E
denklem coziildiigiinde
In %
tl - 51—2
3

elde edilir.

Ornek 2. Bilinmeyen sicakliktaki bir cisim 0 °F sabit sicakliktaki bir buz-
dolabma yerlestiriliyor. 20 dakika sonra cismin sicakligi 40 °F' ve 40 dakika
sonra 20 °F ise cismin baglangi¢taki sicakligini bulunuz.

Coziim. T(t) herhangi bir ¢ aninda cismin sicakligini gostersin. 7, = 0
oldugundan verilen problemin diferensiyel denklemi

ar
— = —kT 7
o (7)
seklindedir, burada k£ > 0 orant1 sabitidir. (7) diferensiyel denklemi integre
edilirse

T(t) = ce ™ (8)

genel ¢oziimii elde edilir. 7°(20) = 40 ve T7'(40) = 20 kosullar1 (8) de goz
oniine alindiginda

20—1

T(t) =40(2) 20
bulunur. O halde 7'(0) = 80 °F" dir.



4. Elektrik Devreleri

Kirchhoff Voltaj Yasasi: Kapali bir elektrik devresinde direng, indiiktor ve
kapasitorler (sigag) iizerindeki voltaj diigmelerinin toplami devredeki toplam
elektromotor kuvvete egittir.

Bu sonuca gore R : direng (ohm), C': sigag (farad), L : indiiktor (henry), E :
elektromotor kuvvet (volt), I : akim (amper), ¢ : yiik (coulomb) olmak iizere

iki basit elektrik devresi modeli ele alinacaktir. Yiik ve akim arasinda I = %

bagintis1 olduguna dikkat edilmelidir.
() Bir direng, bir indiiktor ve bir elektromotor kuvvetten olusan bir RL
devresinde Kirchhoff voltaj yasas1 goz oniine alindiginda asagidaki diferen-

siyel denklem elde edilir.
dl R E
a1 7L M

(77) Bir direng, bir sigag ve bir elektromotor kuvvetten olusan bir RC
devresinde Kirchhoff voltaj yasas1 goz oniine alindiginda ise,

dq 1 E
—_— — = — 2
it "RCU'T R @)
diferensiyel denklemi elde edilir.

Ornek 1. Bir RL devresinde elektromotor kuvvet £ = 100sin 40t ile ver-
ilmektedir. Devredeki diren¢ 10 ohm, indiiktoér 0.5 henry ve ilk akim 0
olduguna gore, herhangi bir £ aninda devreden gecen akimi bulunuz.

Coziim. Verilen problem i¢in (1) diferensiyel denklemi g6z 6niine alinirsa

dl
(0.5) + 101 = 100 sin 40¢ (3)

yazilabilir. (3) diferensiyel denklemi 1. basamaktan lineer bir denklem olup
genel ¢oziimii
I(t) = 2(sin 40t — 2 cos 40t) + ce 2" (4)

dir, burada c¢ integral sabitidir. 7(0) = 0 baglangig kosulu (4) genel ¢oziimiinde
goz oniine alinirsa, herhangi bir ¢ aninda devredeki akim

I(t) = 2(sin 40t — 2 cos 40t) + 4e~ "

olarak bulunur.



Ornek 2. Bir RC devresinde elektromotor kuvvet 100 volt, diren¢ 5 ohm,
sigag 0.02 farad ve sigag tizerindeki yiik 5 coulomb ile
verilmektedir.

(a) Herhangi bir ¢ aninda sigag tizerindeki yiikii bulunuz.

(b) Herhangi bir ¢ aninda devredeki akimi bulunuz.

Coziim. Verilen problem i¢in (2) diferensiyel denklemi g6z 6niine alinirsa
dq

— 4+ 10g = 20 )
o 104 ()

yazilir.

(a) (5) diferensiyel denklemi integre edilirse
q(t) =2+ ce” (6)

elde edilir, burada ¢ integral sabitidir. ¢(0) = 5 baglangi¢ kogulu (6) da goz
oniine alinirsa
q(t) =2+ 371" (7)

elde edilir.
d
(b) I = d—z bagintis1 goz oniine alimirsa (7) den
I(t) = —30e

bulunur.



