
Birinci Basamaktan Diferensiyel Denklemlerin Uygula-
malar¬

1. Yörüngeler

F (x; y; c) = 0 (1)

xy� düzleminde verilen bir parametreli e¼gri ailesini göstersin.
Tan¬m 1. (1) ile verilen e¼gri ailesini dik aç¬alt¬nda kesen e¼gri ailesine (1) in
dik yörüngeleridir denir.
(1) in dik yörüngelerini bulmak için ilk olarak (1) denkleminin her iki yan¬n¬n
diferensiyeli hesaplan¬r ve c parametresinin içerilmedi¼gi

dy

dx
= f(x; y) (2)

diferensiyel denklemi elde edilir. (1) in dik yörüngeleri

dy

dx
= � 1

f(x; y)
(3)

diferensiyel denkleminin bir parametreli çözümü olan

G(x; y; k) = 0

e¼gri ailesidir.

Tan¬m 2. (1) ile verilen e¼gri ailesini � 6= �

2
aç¬s¬alt¬nda kesen e¼gri ailesine

(1) in e¼gik yörüngeleridir denir.
(1) in e¼gik yörüngeleri f(x; y) fonksiyonu (2) de belirlendi¼gi gibi olmak üzere

dy

dx
=
f(x; y) + tan�

1� f(x; y) tan� (4)

diferensiyel denkleminin bir parametreli çözüm ailesidir.

Örnek 1. y = cx2 parabol ailesinin dik yörüngelerini bulunuz, burada c
key� sabittir.
Çözüm. Verilen denklemin her iki yan¬n¬n diferensiyeli al¬n¬p, elde edilen
diferensiyel denklemde c =

y

x2
oldu¼gu ve (3) eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa, aranan

e¼gri ailesinin diferensiyel denklemi

dy

dx
= � x

2y
(5)
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bulunur. (5) diferensiyel denklemi de¼gi̧skenlerine ayr¬labilen bir denklem olup
integre edildi¼ginde verilen ailenin dik yörüngeleri

2y2 + x2 = c2

olarak bulunur.

Örnek 2. x2 + y2 = c2 çemberler ailesini � =
�

4
aç¬s¬alt¬nda kesen e¼gik

yörünge ailesini bulunuz, burada c key� sabittir.

Çözüm. Verilen e¼gri ailesinin her iki yan¬n¬n diferensiyeli al¬n¬rsa

dy

dx
= �x

y

diferensiyel denklemi elde edilir. O halde f(x; y) = �x
y
olup (4) eşitli¼gi göz

önüne al¬n¬rsa aranan e¼gri ailesinin diferensiyel denklemi

dy

dx
=
y � x
y + x

(6)

elde edilir. (6) denklemi bir homogen diferensiyel denklem olup y = xv; v =
v(x) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p çözüldü¼günde aranan e¼gik yörünge ailesi

ln c2(x2 + y2) + 2 arctan
y

x
= 0

olarak bulunur.
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2. Artma ve Azalma Problemleri

N(t) artan veya azalan madde miktar¬n¬ (veya nüfusu) göstersin. Madde
miktar¬n¬n zamanla de¼gi̧sim h¬z¬n¬n mevcut madde miktar¬ile orant¬l¬oldu¼gu
kabul edilirse,

dN

dt
= kN

diferensiyel denklemi elde edilir, burada k orant¬sabitidir.

Örnek 1. Bir radyoaktif maddenin miktar¬ile orant¬l¬bir h¬zla yok oldu¼gu
bilinmektedir. 150 y¬l sonunda madde miktar¬n¬n yar¬s¬n¬n yok oldu¼gu
gözlemlendi¼gine göre

(a) 450 y¬l sonunda madde miktar¬n¬n yüzde kaç¬kal¬r?

(b) Kaç y¬l sonra başlang¬çtaki miktar¬n¬n %10 u kal¬r?

Çözüm. N(t) herhangi bir t an¬ndaki madde miktar¬n¬, N0 başlang¬çtaki
madde miktar¬n¬göstersin. Bu durumda

dN

dt
= kN (1)

diferensiyel denklemi elde edilir, burada k < 0 orant¬sabitidir. (1) diferen-
siyel denklemi de¼gi̧skenlerine ayr¬labilen bir denklem olup integre edilirse

N(t) = cekt (2)

genel çözümü bulunur, burada c integral sabitidir. N(0) = N0 başlang¬ç
koşulu uygulan¬rsa (2) den

N(t) = N0e
kt (3)

bulunur. k orant¬sabitini belirlemek için N(150) =
1

2
N0 koşulu (3) denkle-

minde göz önüne al¬nd¬¼g¬nda k =
1

150
ln
1

2
ve buradan

N(t) = N0

�
1

2

� t

150 (4)

elde edilir
(a) (4) den N(450) = N0

�
1
2

�3
olup 450 y¬l sonunda başlang¬çtaki madde

miktar¬n¬n %12:5 i kal¬r.
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(b) N(t1) =
1

10
N0 olacak şekildeki t1 y¬l¬n¬ar¬yoruz. (4) den elde edilen

1

10
N0 = N0

�
1

2

� t1
150

denklem çözüldü¼günde

t1 = 150
ln 10

ln 2

elde edilir.

Örnek 2. Bir kültürdeki bakteri miktar¬ile orant¬l¬bir h¬zla artmaktad¬r.
Başlang¬çta 30 bakteri li� vard¬r ve iki saat sonra bu say¬%20 artm¬̧st¬r.

(a) Herhangi bir t an¬nda kültürdeki yaklaş¬k lif say¬s¬n¬bulunuz.

(b) Bakteri miktar¬n¬n başlang¬çtakinin iki kat¬na ç¬kmas¬ için gereken
zaman¬bulunuz.

Çözüm. N(t) herhangi bir t an¬nda kültürdeki bakteri miktar¬n¬göstersin.
Bu durumda

dN

dt
= kN (5)

diferensiyel denklemi elde edilir, burada k > 0 orant¬sabitidir. (5) diferen-
siyel denkleminin genel çözümü

N(t) = cekt (6)

olup, N(0) = 30 ve N(2) = 36 oldu¼guna dikkat edilmelidir.

(a) (6) çözümünde N(0) = 30 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

N(t) = 30ekt

bulunur. k orant¬ sabitini belirlemek için N(2) = 36 koşulu göz önüne

al¬n¬rsa, k =
1

2
ln
6

5
ve herhangi bir t an¬ndaki yaklaş¬k lif say¬s¬

N(t) = 30

�
6

5

� t
2 (7)

bulunur.
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(b) N(t1) = 60 olacak şekildeki t1 belirlenmelidir. (7) den elde edilen

60 = 30

�
6

5

�t1
2

denklemi çözüldü¼günde t1 =
ln 4

ln 1:2
bulunur.
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3. S¬cakl¬k Problemleri

T (t) bir cismin s¬cakl¬¼g¬n¬, Tm de cismi çevreleyen ortam¬n s¬cakl¬¼g¬n¬göstersin.
Bu durumda Newton�un so¼guma yasas¬na göre cismin s¬cakl¬¼g¬n¬n zamanla
de¼gi̧sim h¬z¬

dT

dt
= �k(T � Tm) (1)

veya
dT

dt
+ kT = kTm (2)

diferensiyel denklemi ile ifade edilir, burada k pozitif orant¬ sabitidir. (1)
ya da eşde¼ger olan (2) diferensiyel denkleminin T > Tm durumunda so¼guma
problemini, T < Tm durumunda ise ¬s¬nma problemini ifade etti¼gine dikkat
edilmelidir.

Örnek 1.80 �F s¬cakl¬ktaki bir cisim 50 �F sabit s¬cakl¬kta tutulan bir odaya
yerleştiriliyor. 5 dakika sonra cismin s¬cakl¬¼g¬70 �F ye düştü¼güne göre

(a) 10 dakika sonra cismin s¬cakl¬¼g¬kaç �F olur?

(b) Yaklaş¬k olarak kaç dakika sonra cismin s¬cakl¬¼g¬60 �F olur?

Çözüm. T (t) herhangi bir t an¬nda cismin s¬cakl¬¼g¬n¬, Tm de ortam¬n s¬cak-
l¬¼g¬n¬göstermek üzere verilen problemin diferensiyel denklemi

dT

dt
+ kT = 50k (3)

ve koşullar T (0) = 80; T (5) = 70 şeklindedir. (3) diferensiyel denklemi
de¼gi̧skenlerine ayr¬labilen bir denklem olup integre edilirse

T (t) = 50 + ce�kt (4)

genel çözümü bulunur, burada c integral sabitidir. T (0) = 80 koşulu uygu-
lan¬rsa (4) den

T (t) = 50 + 30e�kt (5)

bulunur. k orant¬sabitini belirlemek için T (5) = 70 koşulu (5) denkleminde

göz önüne al¬nd¬¼g¬nda e�k =
�
2

3

�1
5 ve buradan

T (t) = 50 + 30

�
2

3

� t
5 (6)
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elde edilir

(a) (6) dan T (10) = 50 + 30
�
2

3

�2
olup 10 dakika sonra cismin s¬cakl¬¼g¬

yaklaş¬k olarak 63 �F olur.
(b) T (t1) = 60 olacak şekildeki t1 de¼gerini ar¬yoruz. (6) dan elde edilen

60 = 50 + 30

�
2

3

�t1
5

denklem çözüldü¼günde

t1 = 5
ln 1

3

ln 2
3

elde edilir.

Örnek 2. Bilinmeyen s¬cakl¬ktaki bir cisim 0 �F sabit s¬cakl¬ktaki bir buz-
dolab¬na yerleştiriliyor. 20 dakika sonra cismin s¬cakl¬¼g¬40 �F ve 40 dakika
sonra 20 �F ise cismin başlang¬çtaki s¬cakl¬¼g¬n¬bulunuz.

Çözüm. T (t) herhangi bir t an¬nda cismin s¬cakl¬¼g¬n¬göstersin. Tm = 0
oldu¼gundan verilen problemin diferensiyel denklemi

dT

dt
= �kT (7)

şeklindedir, burada k > 0 orant¬sabitidir. (7) diferensiyel denklemi integre
edilirse

T (t) = ce�kt (8)

genel çözümü elde edilir. T (20) = 40 ve T (40) = 20 koşullar¬ (8) de göz
önüne al¬nd¬¼g¬nda

T (t) = 40(2)

20� t
20

bulunur. O halde T (0) = 80 �F dir.
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4. Elektrik Devreleri

Kirchho¤Voltaj Yasas¬: Kapal¬bir elektrik devresinde direnç, indüktör ve
kapasitörler (s¬¼gaç) üzerindeki voltaj düşmelerinin toplam¬devredeki toplam
elektromotor kuvvete eşittir.

Bu sonuca göre R : direnç (ohm), C : s¬¼gaç (farad), L : indüktör (henry), E :
elektromotor kuvvet (volt), I : ak¬m (amper), q : yük (coulomb) olmak üzere

iki basit elektrik devresi modeli ele al¬nacakt¬r. Yük ve ak¬m aras¬nda I =
dq

dt
ba¼g¬nt¬s¬oldu¼guna dikkat edilmelidir.

(i) Bir direnç, bir indüktör ve bir elektromotor kuvvetten oluşan bir RL
devresinde Kirchho¤ voltaj yasas¬göz önüne al¬ndi¼ginda aşa¼g¬daki diferen-
siyel denklem elde edilir.

dI

dt
+
R

L
I =

E

L
(1)

(ii) Bir direnç, bir s¬¼gaç ve bir elektromotor kuvvetten oluşan bir RC
devresinde Kirchho¤ voltaj yasas¬göz önüne al¬ndi¼ginda ise,

dq

dt
+

1

RC
q =

E

R
(2)

diferensiyel denklemi elde edilir.

Örnek 1. Bir RL devresinde elektromotor kuvvet E = 100 sin 40t ile ver-
ilmektedir. Devredeki direnç 10 ohm, indüktör 0:5 henry ve ilk ak¬m 0
oldu¼guna göre, herhangi bir t an¬nda devreden geçen ak¬m¬bulunuz.

Çözüm. Verilen problem için (1) diferensiyel denklemi göz önüne al¬n¬rsa

(0:5)
dI

dt
+ 10I = 100 sin 40t (3)

yaz¬labilir. (3) diferensiyel denklemi 1: basamaktan lineer bir denklem olup
genel çözümü

I(t) = 2(sin 40t� 2 cos 40t) + ce�20t (4)

dir, burada c integral sabitidir. I(0) = 0 başlang¬ç koşulu (4) genel çözümünde
göz önüne al¬n¬rsa, herhangi bir t an¬nda devredeki ak¬m

I(t) = 2(sin 40t� 2 cos 40t) + 4e�20t

olarak bulunur.
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Örnek 2. Bir RC devresinde elektromotor kuvvet 100 volt, direnç 5 ohm,
s¬¼gaç 0:02 farad ve s¬¼gaç üzerindeki yük 5 coulomb ile
verilmektedir.

(a) Herhangi bir t an¬nda s¬¼gaç üzerindeki yükü bulunuz.

(b) Herhangi bir t an¬nda devredeki ak¬m¬bulunuz.

Çözüm. Verilen problem için (2) diferensiyel denklemi göz önüne al¬n¬rsa

dq

dt
+ 10q = 20 (5)

yaz¬l¬r.

(a) (5) diferensiyel denklemi integre edilirse

q(t) = 2 + ce�10t (6)

elde edilir, burada c integral sabitidir. q(0) = 5 başlang¬ç koşulu (6) da göz
önüne al¬n¬rsa

q(t) = 2 + 3e�10t (7)

elde edilir.

(b) I =
dq

dt
ba¼g¬nt¬s¬göz önüne al¬n¬rsa (7) den

I(t) = �30e�10t

bulunur.
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