
Sabit Katsay¬l¬Lineer Diferensiyel Denklemlerin Laplace Dönüşümü
·Ile Çözümü

Laplace dönüşümleri yard¬m¬yla n�yinci basamaktan sabit katsay¬l¬lineer bir
diferensiyel denklem ve başlang¬ç koşullar¬ndan meydana gelen bir Cauchy
probleminin çözümünü bulmak için aşa¼g¬daki özelli¼ge ihtiyaç vard¬r.

Teorem 1. f; f 0; :::; f (n�1) fonksiyonlar¬[0;1) da sürekli ve � üstel basamak-
tan olsunlar. Ayr¬ca f (n) [0;1) da parçal¬ sürekli olsun. Bu durumda
f; f 0; :::; f (n�1); f (n) fonksiyonlar¬ s > � için Laplace dönüşümlerine sahip
olup

Lff (n)g = snLffg � sn�1f(0)� :::� sf (n�2)(0)� f (n�1)(0) (1)

dir.

Özel olarak n = 1 için
Lff 0g = sLffg � f(0)

ve n = 2 için
Lff 00g = s2Lffg � sf(0)� f 0(0)

d¬r. Şimdi

an
dny

dxn
+ an�1

dn�1y

dxn�1
+ :::+ a1

dy

dx
+ aoy = b(x) (2)

sabit katsay¬l¬lineer diferensiyel denklemini

y(0) = c0; y
0(0) = c1; :::; y

(n�1)(0) = cn�1 (3)

başlang¬ç koşullar¬yla birlikte ele alal¬m. (2)�(3) problemini Laplace dönüşüm-
leri yard¬m¬yla çözmek için aşa¼g¬daki ad¬mlar izlenir:

(i) (1) özelli¼gi ve (3) koşullar¬dikkate al¬narak (2) denkleminin her iki yan¬na
Laplace dönüşümü uygulan¬r.

(ii) Elde edilen denklemde Y (s) çözülür.

(iii) (2)� (3) probleminin çözümü y(x) = L�1fY (s)g dir.
Örnek 1. Laplace dönüşümlerini kullanarak

y00 � 6y0 + 5y = 3e2x; y(0) = 2; y0(0) = 3; (4)

problemini çözünüz.
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Çözüm. (4) deki denklemin her iki yan¬na Laplace dönüşümü uygulan¬rsa,

Lfy00g � 6Lfy0g+ 5Lfyg = 3

s� 2

ve (1) özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa,

Y (s) =
3 + (s� 2)(2s� 9)
(s� 2)(s� 5)(s� 1)

= � 1

s� 2 +
1

2

1

s� 5 +
5

2

1

s� 1

elde edilir. Son eşitli¼gin her iki yan¬na ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa,
(4) probleminin çözümü

y(x) = �e2x + 1
2
e5x +

5

2
ex

bulunur.

Örnek 2. Laplace dönüşümlerini kullanarak

y00 + y = u(x� 2); y(0) = 0; y0(0) = 1; (5)

problemini çözünüz, burada u(x� 2) birim basamak fonksiyonudur.

Çözüm. (5) deki denklemin her iki yan¬na Laplace dönüşümü uygulan¬p
başlang¬ç koşullar¬göz önüne al¬n¬rsa,

s2Y (s)� 1 + Y (s) = e�2s1
s

ve buradan
Y (s) = e�2s

1

s(s2 + 1)
+

1

s2 + 1

elde edilir. Son eşitli¼gin her iki yan¬na ters Laplace dönüşümü uygulan¬rsa,

y(x) = (1� cosx)u(x� 2) + sinx

bulunur, burada Lfu(x� c)g(x� c)g = e�csLfg(x)g özelli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r.
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Sabit Katsay¬l¬Lineer Diferensiyel Denklem Sistemlerinin Laplace
Dönüşümü ·Ile Çözümü

Sabit katsay¬l¬lineer diferensiyel denklem sistemleri Laplace dönüşümü yard¬m¬yla
çözülürken Teorem 1 dikkate al¬narak denklemlerin çözümünde izlenen yol
uygulan¬r.

Örnek 3. �
y0 + z0 = 1;
y0 � z = 0; y(0) = 0; z(0) = 1 (6)

başlang¬ç de¼ger problemini Laplace dönüşümü yard¬m¬yla çözünüz.

Çözüm. (6) sistemindeki denklemlerin her iki yan¬na Laplace dönüşümü
uygulan¬rsa,

sY (s) + sZ(s)� 1 =
1

s
(7)

sY (s)� Z(s) = 0

denklemleri elde edilir. Y (s) ve Z(s) in bilinmeyen oldu¼gu (7) cebirsel den-
klem sistemi çözülürse,

Y (s) =
1

s2(s+ 1)
+

1

s2 + s

ve
Z(s) =

1

s(s+ 1)
+

1

s+ 1

bulunur. Buradan verilen problemin çözümü

y(x) = L�1fY (s)g

= L�1
�

1

s2(s+ 1)

�
+ L�1

�
1

s(s+ 1)

�
= �1 + x+ e�x + 1� e�x

= x

ve

z(x) = L�1fZ(s)g

= L�1
�

1

s(s+ 1)

�
+ L�1

�
1

(s+ 1)

�
= 1� e�x + e�x

= 1
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elde edilir.
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