Green Fonksiyonu

Bu boliimde
po () y" +p1(2)y +p2(x)y = f () (1)
Glyl = aoy(a) +ary (a) + Boy (b) + By’ (b) = A (2)
byl = aoy(a)+ary’ (@) +boy (b) +bry' (b) = B

homogen olmayan BVP ve homogen

po(x)y" +p1(2)y +p2(z)y=0 (3)
(] =0, L[y] =0 (4)

BVP yi ele alahm. Simdi homogen (3) — (4) BVP igin Green fonksiyonu olarak
adlandirlan bir G (z, t) fonksiyonu bulacagiz ve homogen olmayan (1), (4) BVP
nin ¢dzlimiiniin G (z,t) cinsinden agik olarak ifade edilebildigini gosterecegiz.
Daha sonra (1) — (2) BVP nin ¢ziimii de Green fonksiyonu cinsinden hesaplan-
abilecektir. Bundan bdyle homogen (3) — (4) probleminin sadece agikar ¢oziime
sahip oldugu kabul edilecektir.
Tanim. [a,b] X [a,b] karesel bolgesinde tammh ve agagidaki ozelliklere sahip
olan bir G (z,t) fonksiyonuna (3) — (4) homogen BVP igin Green fonksiyonu
denir:

(i) G( ,t), [a,b] X [a,b] iginde siireklidir;

(ﬁ) (33 2

a<z<tvet <z <D iiggensel bolgelerinde siirekli olup

oG (tH,1) 9G(1-,1) 1

Ox Oox  po(t)
dir; burada
oG (t+,t) . 0G(x,t) OG(t~,t) .. OG(x,t)
or alggit oxr or 91;% or

(iii) Her t € [a,] i¢in 2z (z) = G (x,t) fonksiyonu a < z < tvet <z <b
araliklarinin her birinde (3) homogen denklemini saglar;

(iv) Her t € [a,b] i¢in 2z (z) = G (z, t) fonksiyonu (4) homogen siir kogullarimi
saglar.

Green fonksiyonu agagidaki gibi bulunur:

(3) in lineer bagimsiz iki ¢dziimii y1 (x) ve y2 (2) olsun. Bu durumda G (z,t)
Green fonksiyonu

{ yr(@) A () +y2(z) A2 (1), e <z <t
yu (@) A (¢ )+yz(x) 2(t) +y1 (@) Py () + 92 (2) 2 (1), t <2 <,
(

seklinde tamimlanir. Burada v, (t) ve 94 (t)

{ Y1 (8) 1y () + y2 (¢) Yo (1) = 0
y1 (8) Y1 (1) +ys (8) ¥y t): 1

G (z,t) =




sisteminden, Ay (t) ve Ay (t) ise

C1 [y A1 (8) + la [ye] A2 (8) = —Bo (y1 (b) ¥y () + vz (b) s (1))

B GO O+ D)
Lo [yr] A1 (8) + Lo [y2] A2 (t) = —bo (y1 (b) ¥y () + 2 (D)9 (t))

= b1 (y1 (0) ¥y (t) + 95 (b) Yo (¢))

sisteminden elde edilir.
Teorem (3) — (4) homogen BVP sadece belirgin ¢tziime sahip olsun. Bu du-
rumda

1) (3) — (4) homogen problemi i¢in bir tek G (x,t) Green fonksiyonu vardir,
2) Homogen olmayan (1), (4) BVP nin tek y (x) ¢dziimii

b
= /G (x,t) f (1) dt. (7)
Sonug (1) denklemi self adjoint (pj, = p1) olsun. Bu durumda
po ()Y +p1(2)y +p2(z)y=0 (8)
apy (a) +ary’ (@) = 0 (9)
boy (b) + b1y’ () = 0

BVP sadece sifir ¢oziimiine sahipse, bu durumda (8) — (9) BVP igin Green
Fonksiyonu

1 1(@)y2(t), a <z <t
G(“"”:c{ o (o). 1< <

burada
c=po (t) W (y1,92) ()

ve y1, Yo, sirasiyla,

po(@)y" +p1 (@)Y +p2(x)y = 0, y(a)=a1, ¥ (a) =—ag
po(x)y" +p1()y +p2(x)y = 0, y(b) =—b1, ¥ (b) =bo
IVP ¢oziimleridir.
Ornek.
y'+y = 0
y(0) = y(x/2)=0

problemi i¢in bir Green fonksiyonu olusturunuz ve

yY'+y = l+x (10)
y(0) = y(n/2)=0



BVP yi ¢oziiniiz.
Co6ziim y” 4+ y = 0 denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii y; () = cosz ve
Y2 (x) = sinz dir. (5) dan

costihy (t) + sinty, () =0
—sint, (t) + costy, (t) =1

olup ¥, (t) = —sint ve 95 (t) = cost seklinde bulunur. Ote yandan (6) den
A1 (t) = 0 ve Ay (t) = — cost bulunur. Boylece Green fonksiyonu

—sinzcost, 0 <z <t,
G(x,t){ —coszsint, t <x < 7w/2

seklinde elde edilir. (10) BVP nin ¢oziimii f (t) = 1 4 ¢ olmak iizere (7) den,

/2
y(z) = /G(m,t)(l—l—t)dt
Om /2
= /(fcosmsint)(lth)dtJr/(fsinxcost)(lth)dt
0 x

= l4z—cosz— (1+7/2)sinx

b.ulunur.
Ornek.

y' —y = 2sinz
0, y(1)=2
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probleminin ¢oziimiinii Green fonksiyonu yardimiyla bulunuz.



