
Frobenius Metodu

P0 (x) y
00 + P1 (x) y

0 + P2y = 0 (1)

diferensiyel denklemini ele alal¬m. Burada P0 (x) ; P1 (x) ve P2 (x) ortak çarpan-
lar¬olmayan polinomlard¬r.
x0 noktas¬bir adi nokta ise (1) denkleminin çözümleri x0 civar¬nda x � x0

¬n kuvvetleri cinsinden yaz¬labildi.
x0 noktas¬(1) in bir singüler noktas¬ise, o zaman çözümler x � x0 a göre

kuvvet serisi cinsinden genellikle bulunamaz. Yine de x0 ¬n bir düzgün singüler
nokta olmas¬halinde çözümlerin x0 civar¬ndaki davran¬̧s¬incelenebilmektedir.
Teorem 1. x0 noktas¬(1) in bir düzgün ayk¬r¬noktas¬olsun. Bu durumda

(1) in 0 < jx� x0j < R üzerinde yak¬nsak olan

y = (x� x0)�
1X
n=0

an (x� x0)n (2)

şeklinde en az bir çözümü daima vard¬r. Burada a0 6= 0 ve � uygun seçilen bir
say¬d¬r.
Tan¬m. (2) formundaki çözümlere Frobenius çözümleri ve bu çözümleri

bulmak için kullan¬lan yönteme Frobenius metodu denir.

Frobenius Metodu:
F.G. Frobenius, kuvvet serilerinden daha genel olan (2) serisini kullanm¬̧st¬r.

Bu yönteme göre (1) denkleminin (2) biçiminde bir çözüme sahip oldu¼gu kabul
edilerek kuvvet serisi yöntemindekine benzer as¬mlar izlerinir.Daha sonra �
sabiti ve an (n � 1) katsay¬lar¬belirlenir. � sabiti indisel denklem denilen bir
kuadratik denklemin kökleridir. Bu kökler gerçel ve farkl¬; gerçel ve eşit veya
kömpleks eşlenik olabilirler. Kökler eşlenik kömpleks ise, o zaman Euler ba¼g¬n-
t¬s¬ve x��i� = x�e�i� ln x özdeşli¼gi kullan¬larak karmaş¬k çözümlerden gerçel
çözümler elde edilir. Sadelik olsun diye burada indisel denklemin köklerinin
gerçel olmas¬durumu incelenecektir.
� (� = �1 � �2) indisel denklemin büyük kökü ise o zaman Frobenius yön-

temi daima

y1 (x) = (x� x0)�1
1X
n=0

an (�1) (x� x0)n

=
1X
n=0

an (�1) (x� x0)n+�1

şeklinde bir çözüm verir.
Teorem 2. x0 = 0 noktas¬ (1) in bir düzgün singüler noktas¬ olsun. �1

ve �2 (�1 � �2) indisel denkleminin kökleri ise bu durumda (1) in ba¼g¬ms¬z
çözümlerinden biri

y1 (x) =
1X
n=0

an (�1)x
n+�1
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olup di¼geri aşa¼g¬daki şekilde heaplan¬r:
Durum 1. �1 � �2 =2 Z+ olsun. Bu durumda

y2 (x) = y (�; x) j�=�2=
1X
n=0

an (�2)x
n+�2 :

Durum 2. �1 = �2 olsun. Bu durumda

y2 (x) =
@

@�
y (�; x) j�=�1=�2= y1 (x) lnx+

1X
n=0

bn (�1)x
n+�1 :

Durum 3. �1 � �2 2 Z+ olsun. Bu durumda

y2 (x) =
@

@�
(�� �2) y (�; x) j�=�2= d�1y1 (x) lnx+

1X
n=0

dn (�2)x
n+�2 :

Burada an (�1) ; an (�2) ; bn (�1) ; bn (�2) ve d�1 katsay¬lar¬n¬n hepsi sabittir
ve yerine göre s¬f¬r olabilirler.
Ayr¬ca, herbir durumda y2 (x) çözümü 0 < jxj < R şeklinde bir aral¬k üz-

erinde tan¬ml¬olup (1) in genel çözümü

y (x) = c1y1 (x) + c2y2 (x)

dir. Burada c1 ve c2 key� sabitlerdir.

Her iki serinin de ortak yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬nda çözüm geçerlidir.

Örnek 1.
8x2y00 + 10xy0 + (x� 1) y = 0; x = 0

Çözüm. x = 0 verilen denklemin bir düzgün ayk¬r¬noktas¬d¬r.

y = (x)
�
1X
n=0

an (x)
n

denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

�
8�2 + 2�� 1

�
a0x

� =

1X
n=0

f[(�+ n+ 1) (8�+ 8n+ 10)� 1] an+1 + angx�+1+n � 0

elde edilir. Buradan
8�2 + 2�� 1 = 0 (a)

indisel denklemine ve

an = �
1

[4 (�+ n)� 1] [2 (�+ n) + 1]an�1 n = 1; 2; ::: (b)

genel indirgeme formülüne var¬l¬r.
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·Indisel denklemin kökleri �1 = 1=4 ve �2 = �1=2 dir.
�1 � �2 = 3

4 =2 Z
+ d¬r.

� = 1
4 için (b) formülü

an = �
1

2n (4n+ 3)
an�1; n = 1; 2; :::

şeklini al¬r. Buradan

an = (�1)n
1

2nn! [7:11:15::::: (4n� 1) (4n+ 3)]a0 ; n = 1; 2; ::: (c)

d¬r. Böylece � = 1
4 ve (c) katsay¬lar¬Frobenius serisinde yerlerine koyulursa

y1 (x) = a0x
1=4

"
1 +

1X
n=1

(�1)n

2nn! [7:11:15::::: (4n� 1) (4n+ 3)]x
n

#

şeklinde birinci ba¼g¬ms¬z çözüm elde edilir.
� = � 1

2 için de benzer i̧slemler yap¬l¬rsa ikinci ba¼g¬ms¬z çözüm

y2 (x) = a0x
�1=2

"
1 +

1X
n=1

(�1)n

2nn! [1:5:9::::: (4n� 7) (4n� 3)]x
n

#

şeklinde bulunur.
Genel çözüm:

y = c1y1 (x) + c2y2 (x)

dir.
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