Frobenius Metodu

Py (z)y" + P (z)y + Pay=0 (1)

diferensiyel denklemini ele alalim. Burada Py (z), Py (z) ve Py () ortak garpan-
lar1 olmayan polinomlardir.

xo noktast bir adi nokta ise (1) denkleminin ¢oziimleri zo civarinda z — xg
1n kuvvetleri cinsinden yazilabildi.

xo noktasi (1) in bir singiiler noktasi ise, o zaman ¢oziimler x — zy a gore
kuvvet serisi cinsinden genellikle bulunamaz. Yine de z¢ 1n bir diizgiin singiiler
nokta olmasi halinde ¢éziimlerin zg civarindaki davranigi incelenebilmektedir.

Teorem 1. zy noktasi (1) in bir diizgiin aykir1 noktasi olsun. Bu durumda
(1) in 0 < |z — zo| < R iizerinde yakinsak olan

o0
y=(&—20)"Y_ an(x— )" (2)
n=0
seklinde en az bir ¢oziimii daima vardir. Burada ag # 0 ve A uygun segilen bir
sayidir.
Tanim. (2) formundaki ¢oziimlere Frobenius ¢oziimleri ve bu ¢oziimleri
bulmak i¢in kullanilan yénteme Frobenius metodu denir.

Frobenius Metodu:

F.G. Frobenius, kuvvet serilerinden daha genel olan (2) serisini kullanmigtar.
Bu yonteme gore (1) denkleminin (2) bigiminde bir ¢oziime sahip oldugu kabul
edilerek kuvvet serisi yontemindekine benzer asimlar izlerinir.Daha sonra A
sabiti ve a,, (n > 1) katsayilar1 belirlenir. A sabiti indisel denklem denilen bir
kuadratik denklemin kokleridir. Bu kokler gercel ve farkli; gercel ve egit veya
kompleks eslenik olabilirler. Kokler eslenik kompleks ise, o zaman Euler bagin-
tis1 ve x0t0 = getiBInT 5degligi kullanilarak karmagik ¢oziimlerden gercel
¢oziimler elde edilir. Sadelik olsun diye burada indisel denklemin koklerinin
gercel olmasi durumu incelenecektir.

A (A= A1 > A2) indisel denklemin biiyiik kskii ise o zaman Frobenius yon-
temi daima

yi@) = (@—w)™ Y an (M) (@ —ap)"

n=0
= > an (M) (@ —z)"
n=0

seklinde bir ¢oziim verir.

Teorem 2. zp = 0 noktas: (1) in bir diizgiin singiiler noktas1 olsun. Ay
ve A2 (A1 > Ag) indisel denkleminin kokleri ise bu durumda (1) in bagimsiz
¢oziimlerinden biri

n (ZL‘) — Z an ()\1) x'ﬂ-‘r)\l
n=0



olup digeri agagidaki sekilde heaplanir:
Durum 1. A\; — X\ ¢ ZT olsun. Bu durumda

Y2 (@) =y (N 2) hoa= D an (A2) 2" T2,

n=0

Durum 2. \; = Ay olsun. Bu durumda

8 o0
Y2 (2) = 579 (A7) Ix=xi=2,= 91 () Inz + D by (M) 2"

n=0
Durum 3. \; — X2 € ZT olsun. Bu durumda

a o
y2 () = B3N A=2A2)y (N, z) \=r.=d-1y1 () Inz + Z dp (Az) 22

n=0

Burada a, (A1), an (A2), by (A1), by (A2) ve d_1 katsayilarinin hepsi sabittir
ve yerine gore sifir olabilirler.

Ayrica, herbir durumda ys () ¢oziimii 0 < || < R geklinde bir aralik iiz-
erinde tamimli olup (1) in genel ¢oziimii

y(z) = c1y1 (v) + coya (2)

dir. Burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir.
Her iki serinin de ortak yakinsaklik araliginda ¢oziim gecerlidir.

Ornek 1.
822y +10zy’ + (z — )y =0; 2 =0

Coziim. x = 0 verilen denklemin bir diizgiin aykir1 noktasidir.
oo
A
y=@)") an(2)"
n=0

denklemde yerine yazilirsa,

(8N + 20 = 1) aga™ = D {[(A+ 71+ 1) (8A+8n+10) = 1 aps1 + ap} 2" =0

n=0

elde edilir. Buradan
82420 —1=0 (a)
indisel denklemine ve
1
Ao+ 120N +n)+1""

1 n = 1,2,... (b)

ap = —

genel indirgeme formiiliine varilir.



Indisel denklemin kokleri \; = 1/4 ve Ay = —1/2 dir.
)\1—)\2:%¢Z+ dir.
A = 1 icin (b) formiili

=y =1,2,..
2n(4n+3)an 1, n y 4y

seklini alir. Buradan

a, = (=1)" 0, n=12,.. (c)

9nnl [7.11.15..... (4n — 1) (4n + 3)]

dir. Boylece \ = i ve (c) katsayilar1 Frobenius serisinde yerlerine koyulursa

oo (71)71 n
an::l 20l [TA1.15..... (4n — 1) (dn+ 3)] © ]

y1 () = agz/*

seklinde birinci bagimsiz ¢oziim elde edilir.
A= f% igin de benzer iglemler yapilirsa ikinci bagimsiz ¢éziim

(="

yo (2) = apz™ '/ |14 n; 2nl [1.5.9..... (4n — 7) (4n — 3)] mn}

seklinde bulunur.
Genel ¢oziim:

y = cy1 (z) + cay2 (v)
dir.



