HAFTA 14

PARCALI DOGRUSAL REGRESYON

Golge degiskenin bir bagka kullanimini agiklamak i¢in varsayimsal bir sirketin satis
temsilcilerine nasil 6deme yaptig ele alinsin.

Y

Satis primleriyle satis hacmi
Arasindaki varsayimsal iligki

Satis primi

X (Satis)

Garanti edilen en diisiik prim

Satis primi, X~ esik diizeyine kadar satisa bagli olarak dogrusal artmakta, bu diizeyin iistiinde
yine satisa bagl olarak dogrusal ama dik bir egimle artmaktadir. O halde satis primi ile satis
arasindaki iliski X~ esik diizeyinden 6nce ve sonra olmak iizere iki pargali regresyon modeli
ile agiklanir.

Y, = satis primi
X, = satis temsilcisinin yaptig1 satig miktari
X" = satisin esik degeri (kose ad1 verilir)

1, X, >Xise
{O, X, < X ise
Model: Y, = B, + BX; + B, (X, =X )Di+5; & ~N(0,0%)

X" hedef diizeyine kadar olan ortalama satis primi:

X" esik degeri verilmisken; D, =

E(%|D =0, X;, X") =5, +BX,
X" hedef diizeyinin iistiindeki ortalama satis primi:
E(Y,|D, =0, X;,X")= 4+ BX; + S, (X, X")D,
=(B =X )+ (Bt B) X



|. parcadaki regresyon dogrusunun egimi /3,

Il. par¢adaki regresyon dogrusunun egimi S, + f3,

X" esik degerinde regresyon dogrusunda bir kirilma yoktur hipotezinin sinanmasi, tahmin

edilen egim farki katsayisi ,32 ‘nin istatistik bakimindan anlamli olup olmadigina bakilir.

Parcali regresyon genellenirse, k. dereceden pargali ¢ok terimli regresyon modeline bir bagka
deyisle spline fonksiyonlari olarak bilinen daha genel bir fonksiyon sinifina uygulanabilir.

Ornek: Toplam maliyet ve toplam iiretim arasindaki iliskinin incelenmesi modeline bakilirsa,
Y, = toplam maliyet ($)
X, = toplam iiretim (birim)

X" = 5500 birim esik degeri
5500 birimlik iiretim diizeyinde toplam maliyetin degisebilecegi sezilmis olsun.

Yi xi

256 1000 Kestirim denklemi:

414 2000

634 3000 v =-14572+0.2791X; +0.0945( X, - X ") D,
784000 08245 60669  1.1447
1003 5000 2' ' . '
1830 g0oop R =09737 X' =5500

2081 7000 [ :{1, X; 25500

2423 8000 (0, X;<5500

2734 9000

2914 10000

I. parga: liretimin marjinal maliyeti birim bagina 28 cent
Il. parga: iretimin marjinal maliyeti birim basina 37 cent (28+9=37)

olmakla birlikte ikisi arasindaki fark, istatistik bakimindan anlamli degildir. Yani,
Hy,: B,=0

hipotezinin test istatistigi 1.1447 olup, %5 anlamlilik diizeyinde anlamli degildir.
Golge degisken kullaniminda bazi teknik noktalar:

— Yari-logaritmali fonksiyonlarda golge degisken

InY; = 5, + B X + 5,0, +¢

B, katsayis1 X ’deki bir birim degismeye karsilik Y ’deki goreli degisim olarak yorumlanir.
Aciklayict degiskenin siirekli olmasi, golge degiskendeki gibi iki deger alan iki u¢lu degisken

olmamasi kosuluyla herhangi bir agiklayici degiskendeki bir degismeye uygulanabilir. Golge
degisken icinde Y ’deki ortalama goreli degisim elde edilebilir.



— Golge degisken tuzagini asmak i¢in modelden sabit terim atilir.
— Golge degiskenler ve degisen varyans
Diger tekniklerde oldugu gibi degisen varyans sorunu ¢oziiliir.
— Golge degiskenler ve ardisik bagimlilik
Model: Y, = B, + BD, + B, X, + £,D. X, +u,
AB(1): u =pu_+&; &~N(0,6%)
o bilindigi ya da tahmin edildigi varsaymmiyla Y, —pY, ; agiklanan degisken, X, —pX,
aciklayic degisken olmak lizere aralarindaki regresyon modelinde D, golge degisken varlig

sorun yaratir. Bu sorun ortadan nasil kaldirilir?

0, X, I. donemde ise
1) D, = i X, [I. donemin ilk gézlemi ise
1-
1 X, Il. dénemdeki ilk gbzlemden sonra ise

i) X, degiskeni yerine X, — pX, , degiskeni alinur.

i) I. donemdeki gozlemler i¢in D, X, degeri sifir olacaktir. II. donemdeki ilk gdzlem icin
D, X, = X, degerini ve diger gdzlemler i¢in (D, X, — pD,; X, ;) = (X, — pX,) degerini
alir.

Buradaki sorun II. donemin ilk gbzlemi de olacaktir.

GOLGE ACIKLANAN DEGISKENLI REGRESYON MODELI

Agiklanan degiskenin degerlerinin iki uglu (binary) olmasi durumunda regresyon modelini
tahmin etmede kullanilan en yaygin modeller

1. Dogrusal olasilik modeli (DOM)
2. Logit modeli
3. Probit modeli
4. Tobit modeli

1. Dogrusal olasilik modeli (DOM):
Model: Y, = B + B X +¢
Ornegin; X; = aile geliri

B 1, i. aile ev sahibi ise
10, i.aile ev sahibi degilse

iki uglu (binary) Y aciklanan degiskeni, X, agiklayici degisken veya degiskenlerin dogrusal

bir fonksiyonu olarak gosteren modellere dogrusal olasilik modelleri denir. Clinkii

E(Y,|X)=P(Y, =1]X;)



dir. Sapmasiz (yansiz) tahmin ediciler elde edebilmek i¢in E (£i ) =0; 1=1,2,...,n varsayimi

altinda E(Y,|X;)= 4, + X, elde edilir.
E(Yi |Xi)= P(Yi =1|Xi)= p; alinirsa;
E(Y,|X;)=0%(1—p,)+1% p, = p, ve 0<E(Y,|X;)=p, <1 olacaktur.

Dogrusal olasihk modelinde parametre tahminindeki sorunlar:

1. Hata terimlerinin normal dagilima sahip olmamasi:
Aciklanan degisken iki uclu degerler aldiginda hata terimlerinin normal dagildig

varsayimi yerine getirmesi olanaksizdir. Bunu gorebilmek i¢in
& =Y —f—BX
Y, =1 ise g =1-p4,-FX,
Yi=0 lise &=-4-BX
&; ’lerin normal dagildig: varsayilamayacagi, aslinda Binom dagilimina uyacagi

goriilmektedir. Ancak biiyiik 6rneklemlerde dogrusal olasilik modeli ile yapilan
istatistiki ¢ikarimlar normallik varsayimi altinda EKK yontemine uyar.

2.Hata terimlerinde degisen varyans:
Her i# j i¢in E(g)=0veE ( £&, ) =0 olsa bile hata terimlerinin sabit varyansh

oldugu sdylenemez.
Y. & Olasilik

0 _:80 _ﬁlxi 1- P
1 1_ﬂo _ﬂlxi P
Toplam 1

Var (¢ ) = E|:{gi - E(gi)}z} = E(giz)

O halde E(&7)=(-4,-8X;) (1= p)+(1- B - BX) (1))

E(Y,|X;)=p; =, +BX; oldugundan,
Var(&)=E(&’)=(-5,- BX) (1= B = BX,)+(1= B, = BX,) (B + BX,)
1-5- )(:Bo+ﬂ1xi)[(ﬁo+ﬂ1xi)+(l_ﬂo_ﬂlxi)]
(1= By = BX) (B + BX)[ By + BX, +1- By — BX]

(B +BX )(1—,Bo—ﬂ1Xi)= p(1-p)

P 1-p;

& ’lerin varyans: p,’lere yani X, ’lere baglidir, dolayisiyla varyans sabit degildir.

4



Var(g)=E (giz) =p,(1- p,) =w, olarak tanimlanirsa,

Y, iy 1+ﬂ Xi_|_¢€i
Jor P g
S y 1 X -
model /w. ile agirliklandirildiginda ve X, =——; X, =—== olarak tanimlandiginda;
Jo T
Y =B X+ BXy e

orijinden gegen dogrusal modeli elde edilir. \/W. ile agirliklandirilarak doniisiim yapilmis bu

modelin hata terimleri artik sabit varyanslhidir. Bu sorun ¢6ziildiigiine gore artik EKK tahmin
edicileri bulunabilir. E(Yi X, ) = p; bilinmediginden W, ’lerde bilinmemektedir. O halde w,

agirliklar1 tahmin edilerek EKK tahmin edicileri bulunabilir.

W, ’lerin tahmin edilmesi:

1.admm: Y, = 3, + 3, X, +& modelinden Y, lar bulunur. Sonra W, nin tahmini olarak

p =Y (1—YAi ) ’lar bulunur.
2. adim: Tahmin edilen W, ’lar kullanilarak

« Y,
Y =—F=; X, =—F= Ve X, =—= ’ler bulunur.
Y= BXy+ Xy e

modelinden EKK tahmin edicileri elde edilir. Bunun sonucunda dogrusal olasilik modeli elde
edilmis olur.

0<E (Yi |Xi ) = p, <1 varsayiminin yerine gelmeyisi:

Dogrusal olasilik modellerinde E (Yi X, ) zorunlu olarak 0 ile 1 arasinda olmalidir. Bu 6nsel

olarak dogru olmakla birlikte E (Yi X, ) *nin tahmin edicileri olan Y, ’larm bu siirlamay:
saglayacaginin bir giivencesi yoktur. Buda dogrusal olasilik modellerinin EKK tahmin
edicilerindeki sorun olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu durum s6z konusu oldugunda YAI ’larm 0 ile
1 arasinda olup olmadigina bakilir. Eger bazilar1 0’dan kiiciik ise bunlara sifir degeri, 1’den
biiyiikse bunlara da 1 degeri verilir. Diger bir yol ise YAI ’larin 0 ile 1 arasinda olmalarim

saglayan bir tahmin teknigi gelistirmektir.

2. Logit Modeli : (Lojistik model)

E(Y,|X,)=P(Y; =1]X;)=p, = B, + BX; Dogrusal olasilik modeli



(Bo+BuXi)
E(Y,|X,)=P(Y,=1X;)=p = 1 alB+aX

11e A AX) 11 gl AX)

Lojistik fonksiyonu ile tanimladigimizda modele lojistik regresyon adi verilir. Lojistik
fonksiyonla tanimladigimiz E(YI |Xi ) , 0ile 1 arasindan deger almaktadir. p, degeri yalnmz X,

ile degil g parametreleri ile olan iligkisi de dogrusal degildir. Bu da EKK metodu ile S

parametreleri tahmin edilemeyecek demektir. Ama bu sorun gercek olmaktan ¢ok
gorintiiseldir, ¢linkii 6ziinde dogrusaldir.

1 e(ﬂ0+ﬂ1xi)

E(Y[X:)=P(Y =1X)=p T e B AX) T 4 gUAtAX)

1 ef(ﬂo +HX;)

= 1- P :1_1+e*(ﬁ0+ﬁlxi) - 1+ e’(ﬂOJrﬂlXi)

S S SR /2y 8
Odds ratio: 1—p g thAx] =e

log odds ratio: In(1 P, ]: B+ BX =L

1
Daha 6nce verilen 6rnege donecek olursak,

X, = aile geliri
4 i. aile ev sahibi ise
' 10, i.aile ev sahibi degilse

p;, =ev sahibi olma olasilig

—1 pip = ev sahibi olmanin odds oran1 (bir ailenin ev sahibi olma olasiliginin olmama olasiligina
oranidir)
Eger p, =0.8 ise ailenin ev sahibi olma odds oran1 4’e 1°dir. Odds oraninin logaritmas L,

X ve B parametrelerine gore dogrusaldir. L, ’ye logit denir ve bu modellere de logit modelleri
denir.

Logit modeli 6zellikleri:
1. p,0’dan 1’e giderken logit L de —oo ile +oo ‘a arasinda degisir.
2. L, X’e gore dogrusal olmakla birlikte olasiliklar X ile birlikte dogrusal artar.
(Dogrusal olasilik modeli ile zittir.)
3. Logit modelinin yorumu: S, egim, X ’deki bir birim degismeye karsilik L ’deki
degismeyi 6lger. (6rnegin, gelirdeki bir birim artis diyelim 1000 $ degistiginde ev sahibi
olmanin log-odds oraninin nasil degistigini bildirir.)



4. Belli bir gelir diizeyi, diyelim X~ veriyken ev sahibi olmanin odds oranini degil de, ev
sahibi olmanin kendi olasilig1 tahmin edilmek istenirse £, ile S, tanminleri bir kez elde

edildikten sonra E(Y;|X;) dogrudan bulunabilir.

5. Dogrusal olasilik modeli, p,’nin X, ile dogrusal iliski icinde oldugu varsayilirsa , logit

modeli log-odds oraninin X; ile dogrusal iliskide oldugunu varsayar.

Logit modelinin tahmin edilmesi:

L= In[LJ =P+ BX,
1-p

Bu modeli tahmin edebilmek i¢in X, ’den baska logit L, degerlerini de bilmek gerekir. L, *nin

bulunmasinda bazi sorunlarla karsilagilir. Tekil verilerin varlifinda ev sahibi aile 6rneginde
oldugu gibi, eger bir aile ev sahibi ise p, =1, degilse p, =0 olacaktir. Ama bu degerleri

dogrudan L ’de yerine koyarsak,
L=In (%j eger bir aile ev sahibi ise

L=In (%) eger bir aile ev sahibi degilse

olarak bulunur. Bu ifadelerin anlamsiz oldugu agiktir. Bu durumda EKK regresyon
parametreleri tahmin edilemeyeceginden en ¢ok olabilirlik (MLE) yontemine bagvurulur. MLE
yonteminin bu model i¢in bulunmasi matematiksel olarak karmasik oldugundan bu derste
islenmeyecektir. Diyelim ki verilerimiz siklik tablosu olarak verilmigse buradan p,’lar elde
edilebilir.
Ornegin, X, = gelir diizeyi (gelir grubu)

N; =i. gruptaki aile sayist (0, < N;)

n, =i. gruptaki ev sahibi olan aile sayis1

. R n. .

Bu durumda 1. gelir diizeyine sahip bir ailenin ev sahibi olma oran1 ; = WI olacaktir. Yani
goreli sikligidir. N, degeri yeterince biiyiikse p. = p,’ye yakinsayacaktir. Bu tip verilerde p,

’nin yerine tahmini p, ’lar bulunup, logit L, *nin tahminleri bulunur.

I:i =In[ pif) J:/Bo+lélxi

I:i ‘nin X, lizerine kestirim denklemi elde edilir. N, degeri yeterince biiyiikse, I:i degeri de o
derece 1yi bir tahmin olacaktir ve verilen her X, gelir diizeyindeki her gzlem de bir Binom
degiskeni olarak bagimsiz dagiliyor ise,



dagilimina sahiptir. Buradan da goriilecegi lizere dogrusal olasilik modelinde oldugu gibi hata
terimleri degisen varyanslidir. Bu sorunun ¢oziimii icin agirliklandirilmis EKK yontemi

kullanilacaktir. Ancak gorgiil amaglarla, bilinmeyen p.’yi p, ile degistirerek o nin bir
tahmin edicisi

kullanilacaktir.

Logit regresyonunu tahmin etmenin adimlari:

N N,
1. Her X, gelir diizeyi i¢in ev sahibi olmanin tahmin edilen olasiligi p; = WI ’lar bulunur.

A

1-p
3. Degisen varyans sorununu ¢ézmek igin
w, =N, p; (1- p;) agirliklar1 bulunarak;

JWL = By W+ B X, + 4w, modelinden
N X; &

2. Her X, igin logit L, :In(ij’ler bulunur.

L? = ﬂO\/Wi"_ﬂlxi* +‘9i*
sabit varyansli modeli elde edilir.

4. L’m Jw ve X, degerleri iizerine kestirim denklemi
G = Aolw +BX;
olarak elde edilir. Dikkat edilecegi lizere bu modelde sabit terim (intercept) yoktur. Yani

orijinden gegen regresyon modeli bulunmustur.

5. Son olarak model i¢in istatiksel sonug ¢ikarimi yapilir. Yeni regresyon katsayilari i¢in
aralik tahminleri bulunur ve hipotez testleri yapilip, sonuglar yorumlanir.

Ornek: X, =gelir diizeyi (gelir grubu)
N; =i. gelir diizeyindeki aile says1 (n, < N;)
n, =1i. gelir diizeyindeki ev sahibi olan aile sayis1

X, N, n . .
pi:— i

>
>
>
=]
I



6
8
10
13
15
20
25
30
35
40

Agirliklandirilmis en kiigiik kareler kestirim denklemi

[} =-1.5932,/w; +0.078X;

S/} : 0.1115
t: -14.290
R? =0.9637

40 8
50 12
60 18
80 28
100 45
70 36
65 =
50 33
40 30
25 20

A

(e}

0.0054

14.4456

2 -0.2921 (MSE)

0.20
0.24
0.30
0.35
0.45
0.51
0.60
0.66
0.75
0.80

-1.3863
-1.1526
-0.8472
-0.6190
-0.2007
0.0400
0.4054
0.6633
1.0986
1.3863

2.5298
3.0199
3.5496
4.2661
4.9749
4.1825
3.9497
3.3496
2.7386
2.0000

-3.5071
-3.4807
-3.0072
-2.6407
-0.9985
0.1673
1.6012
2.2218
3.0086
2.7726

Not: Uygulamada p,’nin 0 ya da 1 degerini almasini énlemek i¢in I:i degerleri

Gevsek bir kural olarak her X, diizeyiicin N, degerinin en az 5 olmasi tercih edilir. Yukaridaki
ornegimize donecek olursak, tahmin edilen egim katsayis1 agirliklandirilmis gelirde bir birim
(10008) artista ev sahibi olma tahmini oraninin agirliklandirilmis logaritmasinin 0.08 kadar

artacagini gosterir. 0.0787 nin ters logaritmasi aliirsa yaklagik 1.0818 olur ki buda X ’daki
bir birim artisa karsilik ev sahibi olmanimn agirlikli oran1 1.0818 ya da %8.18 kadar artacak

demektir.

Genel olarak, j. egim katsayisinin ters logaritmasi alinip, bundan bir ¢ikarilinca elde edilen
sonug 100 ile carpilarak j. aciklayici degiskendeki bir birim artisa karsilik odds oranindaki

yiizde degisim bulunmus olacaktir.

den bulunur.



