
Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

Desimal sistemde reel say¨lar¨n, t¸m rakamlar¨n¨n desimal noktan¨n saºg¨nda
kalacak sekilde ve noktadan sonraki ilk rakam s¨f¨rdan farkl¨ olacak sekilde
yaz¨ld¨ºg¨ gˆsterime normallestirilmis bilimsel gˆsterim denir.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

÷rnek:

732.5051 = 0.7325051 103

0.005612 = 0.5612 102

Dr. E.Demirci (A.‹.) MAT 233 2011 46 / 94



Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

Genel olarak r , 1
10  r < 1 aral¨ºg¨nda bir say¨ ve n de bir tamsay¨ (pozitif,

negatif veya s¨f¨r) olmak ¸zere, s¨f¨rdan farkl¨ bir x say¨s¨

x = r  10n

formunda temsil edilebilir. Kuskusuz, eºger x = 0 ise, bu durumda r = 0
olup, diºger t¸m durumlarda, r verilen aral¨kta kalacak sekilde n yi
ayarlayabiliriz.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

Tamamen ayn¨ yolla, bilimsel gˆsterimi ikilik sistem iÁin de kullanabiliriz.
O durumda (x 6= 0 ise) 12  q < 1 ve m bir tamsay¨ olmak ¸zere,

x = q  2m (4)

dir.
q say¨s¨ mantissa (anlaml¨ rakamlar k¨sm¨) ve m tamsay¨s¨ da ¸s olarak
adland¨r¨l¨r. q ve m nin her ikisi de 2-tabanl¨ say¨lard¨r.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

Ikili say¨lar¨ bir bilgisayara y¸klerken, (4) formunda k¸Á¸k bir d¸zenleme
yap¨lmas¨ yerinde olur: Bastaki ikilik rakam 1 in ikilik-noktan¨n hemen
saºg¨na kayd¨r¨ld¨ºg¨n¨ varsayal¨m. Bu durumda gˆsterim q = (1.f)2 ve
1  q < 2 seklinde olacakt¨r. Bˆylece, bastaki 1 i oradaym¨s gibi d¸s¸n¸p,
fakat gerÁekte y¸klemeden bir bitlik bir alan kazan¨larak, sadece (.f)2 bir
bilgisayar kelimesine y¸klenecektir.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

32 bit lik bir bilgisayarda Áal¨st¨ºg¨m¨z¨ varsayacaºg¨z.
Bˆyle bir bilgisayarda, bir kelimeyi olusturan bitler, s¨f¨rdan farkl¨ bir
x = q  2m reel say¨s¨n¨n temsilinde asaºg¨daki sekilde d¸zenlenir:

x reel say¨s¨n¨n isareti 1 bit
¸s kuvveti (e tamsay¨s¨) 8 bit
mantissa k¨sm¨ (f reel say¨s¨) 23 bit

Dr. E.Demirci (A.‹.) MAT 233 2011 50 / 94



Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis Bilimsel Gˆsterim

x = q  2m reel say¨s¨ sol-kaymal¨ normallestirilmis ikili say¨ olarak
yaz¨labilir ˆyle ki mantissadaki s¨f¨rdan farkl¨ ilk bit ikilik noktan¨n hemen
ˆn¸ndedir. Yani q = (1.f)2 dir. Bu bit her zaman 1 kabul edildiºginden,
y¸klemeye gerek kalmaz. Mantissa 1  q < 2 aral¨ºg¨ndad¨r. Kelimede
mantissa iÁin ayr¨lan 23 bit, f den 23 bit y¸klemek iÁin kullan¨labilir.
Bunun anlam¨ ise, makinenin kayan-noktal¨ say¨lar¨ iÁin 24 bitlik mantissaya
sahip olacaºg¨d¨r.

Dr. E.Demirci (A.‹.) MAT 233 2011 51 / 94



Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨
Normallestirilmis kayan-noktal¨ form

Bˆylece, s¨f¨rdan farkl¨ normallestirilmis makine say¨lar¨, deºgerleri asaºg¨daki
gibi yeniden kodlanan bit alanlar¨d¨r:

q = (1.f)2 ve m = e 127

olmak ¸zere

x = (1)sq  2m (5)

dir. Burada, 1  q < 2 ve q daki en anlaml¨ bit 1 olup, aÁ¨k olarak
y¸klenmez. Ayr¨ca, s de x in isaretini (pozitif: bit 0, negatif: bit 1) temsil
eden bittir. m = e  127, 8-bitlik ¸s ve f de x reel say¨s¨n¨n 23- bitlik
kesirli k¨sm¨d¨r ki bastaki aÁ¨k 1 bit ile anlaml¨ rakam alan¨
(1.   )2 yi verir.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨

Eºger say¨, jmj 8-bitlik ve q 23-bitlik yer isgal edecek sekilde temsil
ediliyorsa, bu 32-bitlik bir bilgisayarda bir makine say¨s¨d¨r.
Yani bu say¨ duyarl¨ olarak temsil edilebilir.
«oºgu say¨n¨n 32-bitlik bir bilgisayarda duyarl¨ temsili yoktur.
Eºger bˆyle bir say¨ makineye bir girdi olarak veriliyorsa veya makinede bir
hesap sonucu olusuyorsa, onu bir makine say¨s¨ olarak duyarl¨ bir sekilde
temsil etmede kaÁ¨n¨lmaz hatalar olusur.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨

jmj nin 8 bitten fazla olmamas¨ k¨s¨tlamas¨n¨n anlam¨

0 < e < (11 111 111)2 = 28  1 = 255

olup, e = 0 ve e = 255 deºgerleri 0, • ve NaN (Say¨ Deºgil) ˆzel
durumlar¨ iÁin ayr¨lm¨st¨r. m = e  127 olduºgundan 126  m  127
almaktay¨z ki bˆylece 32-bit lik bir bilgisayar, 2126  1.2 1038 e kadar
k¸Á¸k ve (2 223)2127  3.4 1038 e kadar b¸y¸k olan say¨lar¨
isleyebilir.
Bu ise bilimsel hesaplamalarda yeterince genis bir alan deºgildir.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨

Bu nedenle, bilimsel hesaplamalarda programlar bazen Áift-duyarl¨ veya
genisletilmis-duyarl¨l¨k aritmetiºgiyle yaz¨lmak zorunda kal¨n¨r.
«ift-duyarl¨ bir kayan-noktal¨ say¨ iki bilgisayar kelimesiyle temsil edilir ve
mantissas¨ Áoºgu zaman en az iki kat fazla bite sahiptir. Bˆylece, Áift
duyarl¨l¨kta tek duyarl¨l¨ºg¨n en az iki kat¨ say¨da desimal nokta duyarl¨l¨ºg¨na
sahip oluruz. «ift duyarl¨l¨kta hesaplamalar tek duyarl¨l¨ºga gˆre, Áoºgu
zaman 2 veya kat¨, daha yavast¨r. Bunun nedeni, tek duyarl¨ aritmetik
donan¨m taraf¨ndan yap¨l¨rken, Áift duyarl¨ aritmetiºgin genellikle bir yaz¨l¨m
arac¨l¨ºg¨yla yap¨lmas¨ndand¨r.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨

Makine say¨lar¨n¨n mantissa k¨sm¨ 23 bitten fazla olmamal¨d¨r.
Anlaml¨ en k¸Á¸k bit

223

¸ temsil eder.
223  1.2  107

dir.
Yani makine say¨lar¨ kabaca alt¨ desimal duyarl¨l¨ºga sahip olabilir.
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨

Bilgisayara alt¨ desimal noktadan daha fazlas¨yla temsil edilen bir say¨
girildiºginde onun yaklas¨k deºgeri al¨n¨r.

Ayr¨ca, 1/100 gibi baz¨ basit desimal say¨lar da bir ikili sistem
bilgisayar¨nda makine say¨s¨ deºgildirler!
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Kayan-noktal¨ say¨lar ve yuvarlama hatalar¨

Bir tamsay¨, isaret iÁin ayr¨lmas¨ gereken tek bit haricinde, bilgisayar
kelimesinin t¸m¸n¸ kendi temsili iÁin kullanabilir. Bˆylece, 32-bitlik bir
bilgisayarda tamsay¨lar (231  1) ile 231  1 = 21474 83647 aral¨ºg¨nda
deºgisirler.
Bilimsel hesaplamalarda, tamam¨yla tamsay¨s¨ iÁeren islemlerle Áok s¨k
kars¨las¨lmaz.

Dr. E.Demirci (A.‹.) MAT 233 2011 58 / 94



S¨f¨r, Sonsuz ve NaN

IEEE standart aritmetiºginde 0 ¨n iki formu, +0 ve 0 mevcut olup, tek
duyarl¨l¨kta s¨ras¨ ile [00000000]16 ve [80000000]16 bilgisayar kelimeleriyle
temsil edilirler. Bir 0 deºger ile sonuÁlanan Áoºgu aritmetik islemine +0
deºgeri verilir. Makine duyarl¨l¨ºg¨nda 0 ¸reten Áok minik bir negatif say¨ya
ise 0 deºgeri verilir.
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S¨f¨r, Sonsuz ve NaN

Benzer olarak sonsuzun da iki formu, +• ve • var olup, tek duyarl¨l¨kta
s¨ras¨ ile [7F800000]16 ve [FF800000]16 bilgisayar kelimeleriyle temsil
edilirler. Sonsuzluk, Áoºgunlukla, anlaml¨ islendiºgi her durumda, Áok b¸y¸k
bir say¨ olarak ele al¨n¨r. ÷rneºgin, x i 0 < x < • aral¨ºg¨nda bir
kayan-noktal¨ say¨ olarak kabul edersek, bu durumda x/• islemi +0
deºgerini al¨rken, x +•, x • ve •/x islemlerinin hepsine +• deºgeri
atan¨r. Burada • dan anlas¨lan +• dur. • iÁin de benzer sonuÁlar
geÁerlidir.
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S¨f¨r, Sonsuz ve NaN

NaN ¨n anlam¨ Say¨ Deºgil (Not a Number) dir ve 0/0,••, x+NaN gibi
belirsiz operasyonlar sonucunda olusur. NaN, e = 255 ve f 6= 0 olan
bilgisayar kelimesi ile temsil edilir.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨

Verilen bir pozitif x reel say¨s¨na, yak¨n makine say¨s¨ ile yaklasman¨n
sonucu ortaya Á¨kan hatay¨ inceleyelim:

x = q  2m 1  q < 2  126  m  127

kabul edelim. x e en yak¨n makine say¨s¨n¨n ne olduºgunu bulacaºg¨z.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨

ai ler 0 veya 1 olmak ¸zere,

x = (1.a1a2...a23a24a25...)2  2m

yazal¨m.
Yak¨n makine say¨s¨ basitÁe a24a25... uzant¨ bitlerini atarak elde edilebilir.
Bu yordama genellikle yutma denir.
SonuÁ,

x = (1.a1a2...a23)2  2m

dir.
Bu say¨ reel eksende x in solunda kal¨r.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨

x e yak¨n olan bir baska say¨ da onun saºg¨nda kal¨r.
Bu say¨ yuvarlama ile elde edilir; yani uzant¨ bitlerini ˆnceki gibi atarak,
fakat en son kalan a23 bitini bir birim art¨rarak elde edilir.

x+ =

(1.a1a2...a23)2 + 223


 2m

x ve x+ n¨n x e daha yak¨n olan¨ bilgisayarda x i temsil etmek iÁin seÁilir.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨

Eºger x , x ile daha iyi temsil ediliyorsa,

jx  xj  1
2 jx+  xj =

1
2  2

m23 = 2m24

olur.
Bu durumda baºg¨l hata asaºg¨daki sekilde s¨n¨rl¨d¨r:


x  x
x

 
2m24

q  2m
=
1
q
 224  224

Dr. E.Demirci (A.‹.) MAT 233 2011 65 / 94



Yak¨n Makine Say¨lar¨

Ikinci durumda, x , x+ ya x den daha yak¨n olup,

jx  x+j  1
2 jx+  xj = 2

m24

d¸r.
Ayn¨ analiz baºg¨l hatan¨n 224 den daha b¸y¸k olamayacaºg¨n¨ gˆsterir.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨

÷zetlersek;
eºger x , makinenin tan¨m bˆlgesinde kalan, s¨f¨rdan farkl¨ bir reel say¨ysa, bu
durumda x e en yak¨n x makine say¨s¨


x  x

x

  2
24

esitsizliºgini saºglar. d = (x  x)/x dersek, bu esitsizliºgi

fl(x) = x(1+ d) jdj  224 (6)

formunda yazabiliriz.
fl(x) notasyonu, x e en yak¨n olan x kayan-noktal¨ makine say¨s¨n¨
belirtmek iÁin kullan¨l¨r.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨
÷rnek

÷RNEK 1 x = 2/3 say¨s¨n¨n ikilik formu nedir? 32-bitlik bir makinede
x ve x+ yak¨n makine say¨lar¨ nelerdir? Bunlar¨n hangisi fl(x) olarak
al¨nmal¨d¨r? x i fl(x) ile temsil edersek, mutlak yuvarlama hatas¨ ve baºg¨l
yuvarlama hatas¨ ne olur?
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Yak¨n Makine Say¨lar¨
«ˆz¸m

x = 2
3 = (0.1010...)2 = (1.010101...)2  2

1

Iki yak¨n makine say¨s¨

x = (1.0101...010)2  21

x+ = (1.0101...011)2  21

Burada, x, yutma ile ve x+ da yuvarlama ile elde edilmistir. Ikilik
noktan¨n saºg¨nda 23 bit vard¨r.
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Yak¨n Makine Say¨lar¨
«ˆz¸m

x  x = (0.1010...)2  224 = 2
3  2

24

x+  x = (x+  x) (x  x) = 224  2
3  2

24 = 1
3  2

24

olduºgundan, fl(x) = x+ almal¨y¨z.
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Bu durumda, mutlak yuvarlama hatas¨

jfl(x) x j = 1
3  2

24

baºg¨l yuvarlama hatas¨

jfl(x) x j
jx j

=
1
3  2

24

2
3

= 225

olur. «¨kt¨ al¨nd¨ºg¨nda ortaya Á¨kan say¨lar ise

x = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1010]2 = [3F2AAAAA]16
x+ = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1011]2 = [3F2AAAAB]16
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x = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1010]2 = [3F2AAAAA]16
x+ = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1011]2 = [3F2AAAAB]16

x = 0.66666 66269 30236 81640 62500 000

x+ = 0.66666 66865 34881 59179 68750 000

Burada ikisi aras¨ndaki mutlak bosluk
0.00000 00596 04644 77539 06250 000 = 224 d¸r.
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