Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

Desimal sistemde reel sayilarin, tiim rakamlarinin desimal noktanin saginda
kalacak sekilde ve noktadan sonraki ilk rakam sifirdan farkli olacak sekilde
yazildigi gosterime normallestirilmis bilimsel gosterim denir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

Ornek:

732.5051 0.7325051 x 103
—0.005612 = —0.5612 x 102
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

Genel olarak r, 1io < r < 1 araliginda bir sayi ve n de bir tamsayi (pozitif,

negatif veya sifir) olmak iizere, sifirdan farkh bir x sayisi
x = +r x 10"

formunda temsil edilebilir. Kuskusuz, eger x = 0 ise, bu durumda r =0
olup, diger tiim durumlarda, r verilen aralikta kalacak sekilde n yi
ayarlayabiliriz.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

Tamamen ayni yolla, bilimsel gosterimi ikilik sistem icin de kullanabiliriz.
O durumda (x # 0 ise) % < g < 1 ve m bir tamsayi olmak tizere,

x =4qx2™ (4)
dir.

g sayisi mantissa (anlaml rakamlar kismi) ve m tamsayisi da iis olarak
adlandinlir. g ve m nin her ikisi de 2-tabanli sayilardir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

Ikili sayilari bir bilgisayara yiiklerken, (4) formunda kiiciik bir diizenleme
yapilmasi yerinde olur: Bastaki ikilik rakam 1 in ikilik-noktanin hemen
sagina kaydinldigini varsayalim. Bu durumda gésterim g = (1.f), ve

1 < g < 2 seklinde olacaktir. Boylece, bastaki 1 i oradaymis gibi distiniip,
fakat gercekte yiiklemeden bir bitlik bir alan kazanilarak, sadece (.f)2 bir
bilgisayar kelimesine yiiklenecektir.

Dr. E.Demirci (A.U.) MAT 233 2011 49 / 94



Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

32 — bit lik bir bilgisayarda calistigimizi varsayacagiz.
Boyle bir bilgisayarda, bir kelimeyi olusturan bitler, sifirdan farkli bir
x = £q X 2™ reel sayisinin temsilinde asagidaki sekilde diizenlenir:

x reel sayisinin isareti 1 bit
iis kuvveti (e tamsayist) 8 bit
mantissa kismi (f reel sayisi) 23 bit

Dr. E.Demirci (A.U.) MAT 233 2011

50 / 94



Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis Bilimsel Gosterim

x = £q X 2™ reel sayisi sol-kaymah normallestirilmis ikili sayi olarak
yazilabilir dyle ki mantissadaki sifirdan farkh ilk bit ikilik noktanin hemen
oniindedir. Yani g = (1.f)2 dir. Bu bit her zaman 1 kabul edildiginden,
yiiklemeye gerek kalmaz. Mantissa 1 < g < 2 araligindadir. Kelimede
mantissa icin ayrilan 23 bit, f den 23 bit yiiklemek icin kullanilabilir.

Bunun anlami ise, makinenin kayan-noktali sayilari icin 24 bitlik mantissaya
sahip olacagidir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Normallestirilmis kayan-noktal form

Boylece, sifirdan farkli normallestirilmis makine sayilari, degerleri asagidaki
gibi yeniden kodlanan bit alanlaridir:

qg=(1f)2 ve m=e—127

olmak iizere
x = (~1)°g x 2" (5)

dir. Burada, 1 < g < 2 ve g daki en anlaml bit 1 olup, acik olarak
yiiklenmez. Ayrica, s de x in isaretini (pozitif: bit 0, negatif: bit 1) temsil
eden bittir. m = e — 127, 8-bitlik iis ve f de x reel sayisinin 23- bitlik
kesirli kismidir ki bastaki acik 1 bit ile anlamli rakam alani
(1.000---000), yi verir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Eger sayi, |m| 8-bitlik ve g 23-bitlik yer isgal edecek sekilde temsil
ediliyorsa, bu 32-bitlik bir bilgisayarda bir makine sayisidir.

Yani bu sayi duyarl olarak temsil edilebilir.

Cogu sayinin 32-bitlik bir bilgisayarda duyarl temsili yoktur.

Eger boyle bir sayi makineye bir girdi olarak veriliyorsa veya makinede bir
hesap sonucu olusuyorsa, onu bir makine sayisi olarak duyarli bir sekilde
temsil etmede kacinilmaz hatalar olusur.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

|m| nin 8 bitten fazla olmamasi kisitlamasinin anlami
0<e< (11111 111), =28 —1 =255

olup, e = 0 ve e = 255 degerleri £0, =+ oo ve NaN (Sayi Degil) 6zel
durumlari icin ayrilmistir. m = e — 127 oldugundan —126 < m < 127
almaktayiz ki boylece 32-bit lik bir bilgisayar, 27126 ~ 1.2 x 10738 e kadar
kiigiik ve (2 —2723)2127 ~ 3.4 x 1038 e kadar biiyiik olan sayilari
isleyebilir.

Bu ise bilimsel hesaplamalarda yeterince genis bir alan degildir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Bu nedenle, bilimsel hesaplamalarda programlar bazen cift-duyarh veya
genisletilmis-duyarhhk aritmetigiyle yazilmak zorunda kalinir.
Cift-duyarli bir kayan-noktali say iki bilgisayar kelimesiyle temsil edilir ve
mantissasi ¢cogu zaman en az iki kat fazla bite sahiptir. Boylece, ¢ift
duyarlilikta tek duyarliligin en az iki kati sayida desimal nokta duyarliligina
sahip oluruz. Cift duyarlilikta hesaplamalar tek duyarliliga gore, ¢ogu
zaman 2 veya kati, daha yavastir. Bunun nedeni, tek duyarl aritmetik
donanim tarafindan yapilirken, ¢ift duyarl aritmetigin genellikle bir yazilim
araciligiyla yapilmasindandir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Makine sayilarinin mantissa kismi 23 bitten fazla olmamalidir.

Anlamli en kiiciik bit
523

U temsil eder.
278 ~1.2%1077
dir.
Yani makine sayilari kabaca alti desimal duyarliliga sahip olabilir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

@ Bilgisayara alti desimal noktadan daha fazlasiyla temsil edilen bir sayi
girildiginde onun yaklasik degeri alinir.
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

@ Bilgisayara alti desimal noktadan daha fazlasiyla temsil edilen bir sayi
girildiginde onun yaklasik degeri alinir.

@ Ayrica, 1/100 gibi bazi basit desimal sayilar da bir ikili sistem
bilgisayarinda makine sayisi degildirler!
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Kayan-noktal sayilar ve yuvarlama hatalari

Bir tamsay, isaret icin ayrilmasi gereken tek bit haricinde, bilgisayar
kelimesinin timiini kendi temsili icin kullanabilir. Béylece, 32-bitlik bir
bilgisayarda tamsayilar — (23! — 1) ile 23! — 1 = 21474 83647 araliginda
degisirler.

Bilimsel hesaplamalarda, tamamiyla tamsayisi iceren islemlerle ¢cok sik
karsilasiimaz.
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Sifir, Sonsuz ve NaN

IEEE standart aritmetiginde 0 in iki formu, +0 ve —0 mevcut olup, tek
duyarlilikta sirasi ile [00000000]16 ve [80000000]:6 bilgisayar kelimeleriyle
temsil edilirler. Bir O deger ile sonuclanan ¢ogu aritmetik islemine 40
degeri verilir. Makine duyarliiginda 0 iireten cok minik bir negatif sayiya

ise —0 degeri verilir.
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Sifir, Sonsuz ve NaN

Benzer olarak sonsuzun da iki formu, 400 ve —oo var olup, tek duyarhlikta
sirasi ile [7F800000]16 ve [FF800000]1¢ bilgisayar kelimeleriyle temsil
edilirler. Sonsuzluk, cogunlukla, anlaml islendigi her durumda, ¢ok biiyiik
bir sayi olarak ele alinir. Ornegin, x i 0 < x < co araliginda bir
kayan-noktali sayi olarak kabul edersek, bu durumda x /oo islemi 40
degerini alirken, x 4+ 00, x % 00 ve 0o/ x islemlerinin hepsine 4+oo0 degeri
atanir. Burada oo dan anlasilan 400 dur. —oo icin de benzer sonuclar
gecerlidir.
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Sifir, Sonsuz ve NaN

NaN in anlami Sayr Degil (Not a Number) dir ve 0/0, co — oo, x+NaN gibi
belirsiz operasyonlar sonucunda olusur. NaN, e = 255 ve f # 0 olan
bilgisayar kelimesi ile temsil edilir.
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Yakin Makine Sayilari

Verilen bir pozitif x reel sayisina, yakin makine sayisi ile yaklasmanin
sonucu ortaya ¢ikan hatayi inceleyelim:

x=qx2" 1<g<?2 —126 < m<127

kabul edelim. x e en yakin makine sayisinin ne oldugunu bulacagiz.
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Yakin Makine Sayilari

aj ler 0 veya 1 olmak iizere,
m
X = (1.3182...323324825...)2 X 2

yazalim.
Yakin makine sayisi basitce axsans... uzanti bitlerini atarak elde edilebilir.
Bu yordama genellikle yutma denir.
Sonug,
X_ = (1.3132...323)2 x 2M

dir.
Bu sayi reel eksende x in solunda kalir.
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Yakin Makine Sayilari

x e yakin olan bir baska sayr da onun saginda kalir.
Bu sayi yuvarlama ile elde edilir; yani uzanti bitlerini 6nceki gibi atarak,
fakat en son kalan ay3 bitini bir birim artirarak elde edilir.

Xy = ((1.8132...823)2 + 2_23) x 2M

x_ ve x4 nin x e daha yakin olani bilgisayarda x i temsil etmek icin secilir.
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Yakin Makine Sayilari

Eger x, x_ ile daha iyi temsil ediliyorsa,

Ix— x| <i|xy—x|=1 X 2m=23 — pm=24

olur.
Bu durumda bagil hata asagidaki sekilde sinirlidir:

m—24
< 2><2m _ l % 272 < =2
q q

X — X_
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Yakin Makine Sayilari

Ikinci durumda, x, x; ya x_ den daha yakin olup,

— x| <3 — x| = om—
Ix — x| < 3 fxy —x_|=2m"%

diir.
Ayni analiz bagil hatanin 2724 den daha biiyiik olamayacagini gésterir.
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Yakin Makine Sayilari

Ozetlersek;
eger x, makinenin tanim bdlgesinde kalan, sifirdan farkh bir reel sayiysa, bu
durumda x e en yakin x* makine sayisi

X
esitsizligini saglar. § = (x* — x)/x dersek, bu esitsizligi
fi(x) =x(1+08) |5 <27 (6)

formunda yazabiliriz.
fl(x) notasyonu, x e en yakin olan x* kayan-noktali makine sayisini
belirtmek icin kullanilir.
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Yakin Makine Sayilari

Ornek

ORNEK1 x=2/3 sayisinin ikilik formu nedir? 32-bitlik bir makinede
x_ ve x4+ yakin makine sayilari nelerdir? Bunlarin hangisi fl(x) olarak
alinmalidir? x i fl(x) ile temsil edersek, mutlak yuvarlama hatasi ve bagil
yuvarlama hatasi ne olur?
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Yakin Makine Sayilari

Coziim

x = 2 =(0.1010...), = (1.010101...), x 27

iki yakin makine sayisi

x_ = (1.0101...010), x 27 ¢
x; = (1.0101...011); x 27¢

Burada, x_, yutma ile ve x, da yuvarlama ile elde edilmistir. ikilik
noktanin saginda 23 bit vardir.
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Yakin Makine Sayilari

Coziim

x—x_ = (0.1010..); x 27" =2 x 27

xp—x = (xp—x)—(x—x)=2"—-2x27M=1x0"

oldugundan, fl(x) = x; almalyz.
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Bu durumda, mutlak yuvarlama hatasi
fl(x) — x| = 3 x 272
bagil yuvarlama hatasi

() — x| _ §x27*

_ 925
x| 5
olur. Cikti alindiginda ortaya cikan sayilar ise
x_ = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1010], = [3F2AAAAA]s6
x4 = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1011], = [3F2AAAAB]5
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x_ = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1010], = [3F2AAAAA]:¢
x4 = [0011 1111 0010 1010 1010 1010 1010 1011], = [3F2AAAAB|;6

x- = 0.66666 66269 30236 81640 62500 000
xy = 0.66666 66865 34881 59179 68750 000

Burada ikisi arasindaki mutlak bosluk
0.00000 00596 04644 77539 06250 000 = 2~2* diir.
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