5. BASIT DOGRUSAL REGRESYON MODELI

Regresyon analizi, belli amag¢ ve varsayimlara bagl olarak, bagimsiz
degisken ya da degiskenlerin bagimli degiskene nasil baglanacagi ile ilgili bir
aragtirma veya inceleme teknigidir. Regresyon terimini ilk defa Francis galton
kullanmigtir (Galton, 1886). Regresyon analizinin amaglari arasinda bagimli
degisken (Y)’deki degisimin agiklanmasi ve noktalara en iyi egriyi uydurma
vardir. Regresyon analizi, biiyiik 6l¢iide popiilasyon ortalamasi veya bagimli
degiskenin ortalama degerinin tahminini, agiklayici degiskenlerin bilinen
veya sabit degerlerini esas alarak yapmakla ilgilidir. Ekonometrik analizlerde
en yaygin olarak kullanilan model tiirii olarak regresyon modelleri yer
almaktadir.

Regresyon modellerinde degisken sayisi énemlidir. Bu modellerde
kullanilan degisken sayisina bagli olarak modelin basit veya ¢oklu regresyon
modelleri olduguna karar verilir. Bu boéliimde, basit dogrusal regresyon
modeli ile yani, biri bagimli, biri agiklayici iki degisken arasinda dogrusal bir
fonksiyon ile baglanmis bir model ele alinacaktir (Akkaya, 1990).

5.1. Basit Dogrusal Regresyon Modeli Kavrami

Basit dogrusal regresyon modelinde iki degisken mevcut olup, biri
bagimli digeri bagimsiz degiskendir. Bagimsiz degisken; etkileyen ya da
aciklayan degisken iken bagimmli degisken etkilenen ya da agiklanan
degiskendir. Basit regresyon, degismelerin bir degisken tarafindan
aciklanmasi durumudur (Dikmen, 2012). Modele dogrusal denilmesi ise,
modelin fonksiyonel seklinin dogrusal olmasindan ibarettir. Basit regresyon
modellerinde, basit ifadesi ise, modelin diger ekonometrik modellere gore
daha kolay analiz ve tahmin edilmesinden kaynaklanmaktadir. Ornegin,
bugday verimi ile giibre miktar1 arasindaki iligkiyi agiklamak i¢in olusturulan
dogrusal model, basit dogrusal regresyon modelidir. Diger bir 6rnek,
bireylerin tiikketim harcamalarinda goriilen toplam degisimin yiizde ne kadari
bireylerin gelirleri ile agiklanabilir?. Bu iligkileri, matematiksel olarak, y=f(x)
bagintisi ile gdstermek miimkiindiir.

Bagimli (Y) ve bagimsiz (X) degisken olarak iki degisken arasindaki
dogrusal iliskiyi matematiksel bir denklem olarak,

Y, = B, + B X, scklinde ifade etmek miimkiindiir. Hata teriminin

bulunmadigi bir model, iki degisken arasindaki iliskinin dogrusalligina bir
isarettir. Yani, X ve Y degiskenleri arasinda deterministik ya da tam bir iligki
s6z konusudur (Giiris ve Caglayan, 2010) (Dikmen, 2012). Ancak, iktisadi
olaylarda bu tiir iliskilere pek rastlanmamaktadir. iktisadi degiskenler arasinda
dogrusallik olmamakla birlikte, iliskilerin dogrusala yakin olabilecegi
varsayimdan hareketle, dogrusal modeller kurmak miimkiindiir.
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Iki degisken arasinda dogrusal bir iliskinin varhgindan hareketle, basit
dogrusal anakiitle regresyon denklemini,

Y, = B, + B, X, +¢&, gibi yazabiliriz. Bu denkleme, olasilikl1 ya da
stokastik model de denir (Giiris ve Caglayan, 2010) (Dikmen, 2012). Bu
regresyon modelinde, esitligin sag tarafinda yer alan ve X ile ifade edilen
degiskene bagimsiz degisken ya da acgiklayici degisken denilmektedir.
Esitligin sol tarafinda yer alan ve Y ile gosterilen degigken ise, bagimli veya
aciklanan degiskendir.

Modelde yer alan S, ve f, bilinmeyen regresyon katsayilaridir.
Modelde 3, sabit terim veya kesim noktasi adini alir. 3, katsayisi regresyon

dogrusunun y eksenini kestigi noktay1 gostermektedir (Sekil 4). Ayrica, [,
degeri ekonometrik agidan X degiskeni sifir oldugunda Y bagimh
degiskeninin alacagi degeri gosterir. S, Kkatsayisi veya parametresi ise,
baglanim katsayisi adini alir ve dogrunun egimini gésterir. Bu £, katsayist,
istatistiksel olarak, X degiskenindeki bir birimlik degisimin yani artigin veya
azaligin bagimli degisken Y’de yapacagi ortalama degisiklik miktarimi
vermektedir.

g, terimi, hata (yanilgi) terimi veya artik degerdir. i’inci gézlemin artik
terimi olarak isimlendirilmekte ve gozlenen deger ile kestirim degeri
arasindaki fark y, — p, olarak bilinmektedir. Bu sapmalar, tesadiifi degisken

olan hata terimi tarafindan agiklanir. Hata terimi olarak u ya da e harfi de
kullanilmaktadir.

Y, = B, + B, X, +¢&, basit dogrusal anakiitle regresyon denkleminin

parametreleri bilinmediginden anakiitle ya da popiilasyondan ¢ekilen n birimli
bir ornekten olusturulan regresyon denklemi ile tahmin yapilmaktadir.

Tahmin sonras1 modeli I;l = ,éo + BIX . + e, seklinde olacaktir. Burada ﬂAO

ve ,él, B, ve p,’in tahmincileridir. e; ise, hata teriminin Ornekten
belirlenecek degerlerini ifade etmekte olup artik deger seklinde de
isimlendirilmektedir. Anakiitle regresyon denkleminde yer alan ¢, terimi ile
e; terimi birbirinden farklidir. Ciinkii, e; terimi, &, *nin 6rnekten tahmin edilen
degeridir.

X ve Y’ye ait gozlemlerin bir diyagramda gosterilmesi X ve Y

arasindaki gergek iliskiyi belirlemektedir. Modelde yer alan X ve Y
degiskenlerinin aldiklar1 degerlerin dagilimi Sekil 4‘de verilmektedir. Bu
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dagilimin dogrusal veya dogrusala yakin bir dagilim oldugu varsayimindan
hareketle noktalar arasindan en uygun sekilde regresyon dogrusu gegirilmistir.

Sekil 4. Modelde yer alan X ve Y degiskenlerinin aldiklar1 degerler

Regresyon dogrusu X, Y noktalar1 arasindan gececeginden dolayi, hata
terimleri pozitif veya negatif isaretli olabilir (Giiris ve Caglayan, 2010)
(Dikmen, 2012). Hata terimlerinin beklenen degeri sifirdir yani

E(g,) =0 olarak ifade edilir. Bu dagilim ortalamas: su sekilde
gosteribilir:

E(e,)=E(y, - p;) = 4, — p; = 0°dur.

Anakiitle regresyon modelinin beklenen degeri ise,

EY,)=E(B, + B X, +¢&,) =P, + B, X, seklinde olacaktir.

V(Y,)=V(B,+ B X, +&)=V(e)=0] veya

V() =E[Y, —-EQ)] =E[(B, + BX, +&)— (B, + B X, +&)] =E(])=0"
biciminde yazilabilir.

5.2. Basit Dogrusal Regresyon Denkleminin Temel Varsayimlar:
n sayida gozlemden X bagimsiz degiskeni ve Y bagimli degiskeni
arasindaki basit dogrusal regresyon denklemi asagidaki gibi,

Y, =B, + B X, +e, i=1, 2, ..., n biciminde yazilir. Burada 3,
p, ve g, denklemin bilinmeyenleridir.

Basit dogrusal regresyon denkleminin gegerliligi ve iyi bir kestiriminin
elde edilmesinde asagidaki varsayimlar gegerlidir:
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a) Normallik varsaymm: g, ~ N(0,0%),i=1,2,..,n igin. Hata
terimleri normal dagilim 6zelligi gosterir.

b) Sifir ortalama: E(g,) =0, i=1,2,...,n. Hata terimlerinin beklenen
degeri sifirdir.

¢) Sabit varyans: V(g,) =0, =0, =..= 0. = o dir. Regresyon
hata terimlerinin varyansi sabittir. Eger veriler bu varsayimi saglamiyorsa

ortaya degisen varyanslilik sorunu ¢ikar.
d) Otokorelasyon olmamasi:

Cov(e,,g;) = E[(el. - E(s, )][(8_/. - E(gj)]: 0, i#j. Hata terimleri
arasinda iliski olmasi durumu otokorelasyon (ardisik bagimlilik, 6ziliski)
adin1 alir. Ancak bu varsayima gore, bir hata terimi kendinden 6nce ya da
sonra yer alan hata terimlerini etkilememesidir. ¢, ’lerin kestirimi olan e;’lerin

birbirleri ile iligkili olmamalari istenir.
e) Bagimsiz degiskenin tesadiifi degisken olmamasi:

E(x,g,)=0, i=12,..,n. Xler raslanti degiskeni oldugunda X ve ¢
degiskenlerinin bagimsiz olmalari gereklidir.

5.3. Basit Dogrusal Regresyon Denkleminin Kestirimi ve
Ozellikleri

En Kigiik Kareler (EKK) yontemi, Alman Matematik¢i Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) tarafindan ortaya atilmis popiiler metotlardan biridir
(Kutlar, 2007).

iki degisken arasinda gercekte bir iliski var ise, regresyon denklemi S,
ve B, lerin y, — p, artiklarini kiigiik yapabilen kestiricilerin elde edilmesi ile

bulunmaktadir. Bu toplam1 en kiigiikleyen ya da minimize eden [;’0 ve ﬁl

kestiricilerinin elde edilmesine iligkin yontem En Kiigiik Kareler (EKK)
kestirimi ya da yontemi adini alir.

En kiigiik Z(y,. - 9.)* = En kiigiik Zef

i=1 i=1
B, ve B, lerin EKK kestirimleri, en kiigiikleme yontemi ile;
Artiklarin Kareler Toplami (AKT) =

Z (y,=p) = z (v, — ,éo - ,élxl.)z =0 seklinde yazilir. Bu terimin, S,
i=1 i=1

ve [, ’e gore tiirevleri alindiktan sonra kismi tiirevler sifira esitlenir ve
islemlere asagidaki gibi devam edilir:
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OAKT ~ A
~ =_22(y,'_ﬁo_:81x,')=0

B,
OAKT ~ A
A =_22x,'(y,'_ﬁo_ﬁ1x,‘)=0
op,

Bu iki esitlik diizenlenirse, asagidaki “normal denklemler” elde edilir
(Johnston, 1991).

Zyi ::éon"':él Z‘xi
inyi =ﬂAOZ'xi +ﬂAlei2

Bu denklemlere normal denklemler adi verilmektedir (Giiris ve
Caglayan, 2010) (Dikmen, 2012) (Johnston, 1991). Normal denklemlerin

ortak ¢6ziimii sayesinde ,5’0 ve ﬂAl tahmin edilmektedir.

5.4. Gercek Degerler Ile Parametre Tahmini

Birinci denklemden [;’O cekildiginde, S, mn kestiricisi asagidaki gibi,
Bon+ P in = Zyi
5 Z v, =B Z X

DN ﬂlznx,-

0 =

n

n
,éo =y- ,5’1)7 olarak bulunur.

Elde edilen bu ifade ikinci denklemde yerine konuldugunda ise,

B x+ B = xy,
T=BDOY %+ b xl =2 %,
;in —ﬁIEin +ﬁAlzxi2 = Zx,.y,.
AP IEAEDIERIH I
,é =inyi—)72xi

: fo—foi
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n
Pay ve payda — ile ¢arpildiginda, /S, ’in kestiricisi ise
n

- le.y[ —nxy

ﬁl 2 =2
Zx,. —nx

(Giirig ve Caglayan, 2010) (Dikmen, 2012).

Ornek 5.1. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlar1 verilmigtir. Verimin, kullanilan giibrenin
bir fonksiyonu oldugu varsayimi ile olusturulan basit dogrusal denkleminin
parametrelerini En kiigiik kareler (EKK) yontemiyle tahmin edelim:

Cizelge 3. Tirkiye’de Sekerpancart Verimi ve Giibre Kullanim Miktarlari

Yil Verim (10 Kg/da) Giibre (10 Kg/da)
2001 354 1.0
2002 444 1.1
2003 401 1.2
2004 429 1.0
2005 452 1.3
2006 446 14
2007 415 1.1
2008 482 1.2
2009 533 1.3
2010 545 1.2
2011 548 1.5
2012 532 1.4
2013 566 1.5

Y: Verim (10 Kg/da)
X: Giibre (10 Kg/da)
Kaynak: Ttirkiye Istatistik Kurumu, 2014.

Dy, =6147
D x,=1620
D Xy, =7762,20
D x} =20,54
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a)Normal denklemler ile parametre tahmini,

Zyi =/}0n+ﬁA1 zxi
inyi ::éozxi +:8Alzxi2

6147=13 f3,+16,20 3,
7762,20=16.20 3, +20,54 j3

B,=111,7336

A

[£,=289,7817
olarak tahmin edilir. Buna gére model,

A

Y, =111,73 + 289,78 X, olur.

b)Gercek degerler ile parametre tahmini,
. Z Xy, —nxy

1 2 =2
X; —nx

:Bo = )_’_181)?
Burada,
Y = Z_y _ol47 _ 473

n 13

— X.

X:Z ! :M:1,25
n 13

~  7762,20 —13(1,25)(473
P = ’ L )(2 )=289,78
20,54 —13(1,25)
ﬁAO =y- ﬁlf =473-(289,78)(1,25)=111,73
olarak tahmin edilir. Buna gére model,

A

Y =111,73 + 289,78 X, olur.

Bu iki yontemin sonuglarinin ayni ¢iktig1 goriilmektedir. Basit dogrusal

regresyon modelinde EKK y6ntemi ile ﬁo ve ,él olmak iizere iki bilinmeyen

katsay1 hesaplanir. ,éo degeri sabit terim ya da kesim noktasi ve Bl degeri
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bagimsiz degisken X’in katsayisi ve regresyon dogrusunun egim derecesi
olarak bilinir.

,5’0 degeri, denklemin sag tarafinda yer alan X degiskeninin sifir degeri

almasi durumunda bagimli degisken Y’nin alacagi degeri ifade eder. [A?l
degeri ise, basit dogrusal regresyon denkleminde bagimli degisken Y’nin
bagimsiz degisken X’e gore birinci tiirevi ﬁAl katsayisina esit olur. Bu
katsaymin pozitif veya negatif degerli olmasina gére yorum yapmak gerekir.
Eger ﬂAl katsayis1 pozif degere sahipse, X’de meydana gelen degismelerden

Y dogru yonde etkilenir aksi halde ters yonde etkilenir.
Sekerpancart verim ve giibre kullanim miktarlari i¢in tahmin edilen
model parametrelerini yorumlayalim. Regresyon modeli

ﬁ. =111,73 +289,78 X, olarak tahmin edilmistir. Modelde ﬁo =111,73

degeri sabit terimdir ve giibrenin sifir olmasi durumunda yani bagimsiz
degisken X’in sifir olmasi halinde sekerpancar1 verimi 111.73 kg/da olur.

Regresyon modelinde ,él =289,78’dir. Bu katsay1 pozitif bir degere

sahiptir. Giibre kullanim miktar1 ve sekerpancari verimi arasinda pozitif yonlii
ve dogrusal bir iligkiden bahsedilir. Yani, giibre kullanim miktarlar1 artarsa
seker pancari verimi de artar. Diger bir ifadeyle, giibre kullanim miktarlarinda
%1 bir artis meydana geldiginde seker pancari veriminde %290 oraninda bir
artis meydana gelmektedir.

5.5. Artik Degerler ve Teorik Degerlerin Hesaplanmasi
Gozlem degerleri (yi) ve bu degerlerden hesaplanmig olan tahmin

degerleri ( y,) arasindaki fark u, = y, — », dir. Bu formiil yardimi ile artik

degerler (hata terimleri) hesaplanmaktadir. u, =y, —p, yardimi ile

hesaplanmis olunan artik degerlerin bazilar1 pozitif veya negatif degerleri
olmaktadir (Dikmen, 2012).

Ornek 5.2. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlar: verilmistir. Bu tahmin edilmis modelin
teorik degerlerini, regresyon hata terimlerini ve artik degerlerin kareleri
toplamini hesaplayalim.
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Cizelge 4. Turkiye’de Sekerpancart Verimi, Giibre Kullanim Miktarlari, Hesaplanmig

Degerler

Verim(10 | Giibre (10 5 — 5 2
vil kg/d;) Kg/d;) Y, [WEr Ui
2001 354 1.0 401,52 47,52 2257,70
2002 444 1.1 430,49 13,51 182,43
2003 401 1.2 459,47 58,47 3418,93
2004 429 1.0 401,52 27,48 755,41
2005 452 13 488,45 36,45 1328,59
2006 446 14 517,43 7143 5101,96
2007 415 1.1 430,49 -15.49 240,05
2008 482 1.2 459,47 22,53 507,53
2009 533 13 488,45 44,55 1984,72
2010 545 12 459,47 85,53 7315,10
2011 548 1.5 546,41 1,59 2,54
2012 532 1.4 517,43 14,57 212,34
2013 566 1.5 546,41 19,59 383,92

D ul =2369121

Kaynak: Tiirkiye Istatistik Kurumu, 2014.

5.6. Parametrelerin Kovaryansi

Kovaryans iki raslanti degiskeninin birbirine olan yakinligini 6lgen bir
istatistiktir. Eger Sy,=0 esit ise iki degisken arasinda bir iliski yoktur. Sy,
negatif igaretli ise degiskenler arasinda ters yonlii bir iligkiden bahsedilirken,
Syy pozitif isaretli ise degiskenler arasinda ayni yonlii bir iliskiden
bahsedilmektedir.

X ve Y gibi iki raslanti degiskeni arasinda ortak varyans veya
kovaryansi, kitle ve 6rneklem i¢in asagidaki gibi yazabiliriz:

Her iki degiskenin ortalamaya goére diizeltilmis kareler toplami
asagidaki gibi agik bir sekilde,

CTXY ZZ(x,'_f)(yi_)_}):zxiyi

yazilir.

Kitle i¢in kovaryans, o

Orneklem kovaryansiise S, =

x,y

CTXY7
n—1

— CTXY >
N

Q. x)Qv)
_f_ zxiyi

e boliimii ile elde edilirken,

e boliimii ile elde edilir.
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Ornek 5.3. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlar1 verilmistir. Bu tahmin edilen modelin
kovaryansini hesaplayalim.

:CTXY
-1
5. 2l
Y31

5.7. Parametre Tahmincilerinin Varyanslari ve Standart Hatalan
B, ve [31 kestiricileri en kiigiik varyanslilik 6zelligini tagimaktadir. S,
‘nin varyansit,

_2 =2
X
Var (,3 )=0 ( + )= =)
’ KT, Z (x, - %)
ﬁl ’in varyansi ise,
~ o’ o’
V(p)= = — elde edilir (Giiris ve Caglayan, 2010).
KT, Z (x;, —X)

Yukaridaki esitliklerde, o> hata terimleri veya artiklarin varyansini
ifade eder. Artiklarin varyansi ise,

Artik Kareler Toplami= AKT = Z el = Z =3

AKT _ e

n—-k n—k

Artik Kareler Ortalamasi= AKO = = o’ elde edilir.

AKO, artiklarin varyansi yani ¢ ’nin bir kestirimidir. Formiilde n-k degeri,
serbestlik derecesi olarak bilinir. G6zlem sayisi n ile gosterilirken, k ise sabit
terim dahil diger regresyon katsayilari toplamimi verir. Basit dogrusal

regresyon modelinde artiklarin hesabinda g, ve g, kullanildigi igin

serbestlik derecesi n-k = n-2 olarak bulunur.
Tahmin edilen degerlerin standart hatast § 5 Ve S olarak

hesaplanmaktadir. Burada S b= NV (B, ve =4V ( ,Bl olarak

hesaplanir.

Ornek 5.4. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlarini kullanarak bu 6rnek i¢in hata terimleri
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varyansini ve standart hatasini, parametre tahmincilerinin varyansini ve
standart hatalarini hesaplayalim.

Hata terimi varyansi tahmini;

AKT  Ye .

AKO = =
n—-k n-—k
2
e
AKO = o? :Z ; _ 2369121 =2153,75
n—k 13-2

Parametre tahmincilerinin varyanslar1 ve standart hatalari;
Sabit terim S, igin,
—2 —2

Var (By) = o (+ ) P YO

) (2153, 75)(— 4 (1L246)°

D(x - 0,3523
Degisken katsayisi ﬁAl i¢in,
2 2

~ o O
V(ﬂl) = KTX = Z(x,- _)—C)z

o 215375
> (x,-%)" 03523

—2

Var (B3,) = 0( + ) =9656,82

V(B)= =6113,39

5.8. Degisken Katsayilarinin Varyans-Kovaryans Matrisi
ﬂA ‘nin varyans-kovaryans matrisi yardimi ile,
V(B)y=EB~PXB~BY
= 0’(XX)™"' olarak yazilir. (k+1)*(k+1) boyutlu bir matrisin
kosegen Ogeleri katsayilarin varyansini vermektedir. Bu da,
Vib,)= ol (XX );.jl seklinde gosterilir. Varyans-kovaryans matrisi ise
sOyle olur:
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I V(AﬂAl)A Cov(ﬂ:l’ﬁz) - Cov(él’ﬂ:k)_
. Cov(B,,5,) V(B,) .. Cov(B,,B)
V(p)=
_COV (Bk > 1[31) Cov ([%k > Bz) .. V(Bk)

Ornek 5.5. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancart verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlarini kullanarak bu 6rnek igin parametre
tahmincilerinin varyans degerini ve standart hatasin1 varyans-kovaryans
matrisi yardimiyla hesaplayalim.

Vb)=0>(XX)
2
AKT e,
==—=0

n-k n—k
X matrisi ve X matrisinin transpozunun (X' ) ¢arpimi ise asagidaki

X,X:{n ZX,}:[ 13 16,20}

>Xx, Y x| 1620 20,54
L [4.47772 -35316
(XX)" =
-3,5316 2,834
Varyans degerleri,
Vib)=0c'(XX)}
447772 -3,5316 | [ 9643,89 —7606,18
~3,5316 2,834 | |-7606,18 6103,73

AKO =

gibi,

} elde edilir.

Vb, = 2153,75{

Standart hata degerleri,

S(B,) =V (B,) =+/9643,89 = 98,20
S(B) =~V (B) =+/6103,73 = 78,13 elde edilir.

5.9. Parametre Tahmincilerinin Giiven Araliklar
Istatistiksel analizler sayesinde elde edilen kestirim degerlerinin gergek
degerlere genellestirme aralik tahminleri vasitasiyla yapilir. Regresyon
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¢Oziimlemesi ile elde edilen ,l? o Ve [31 kestirimlerinden kitle ya da popiilasyon

icin giiven araliklar1 veya aralik tahminlerini yapmak miimkiindiir.
Regresyonda bu aralik tahminleri ile kestirim, normallilik varsayimi
saglanmasi kosulu altinda yapilmaktadir.

Ornek sayisi n degerine bagli olarak ornekleme dagilimi belirlenir.
Yani, n<30 olmasi durumunda n-2 serbestlik dereceli t dagilim

kullanilmaktadir. S, i aralik kestiricisi,
P(B, _ta/2;n—2S/§o <BSB+ ta/2;n—2SﬁAo) =l-«a
ve Bl "in aralik kestiricisi,

P(ﬁAl - 10(/2;”_2Sﬁ1 <pB < Bl + ta/z;n-zsgl) =1-«a olarak elde edilir.

Ornek 5.6. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlarin1 kullanarak tahmin edilen ﬁo ve ,él

parametreleri i¢in giiven araliklarini bulunuz.
Standart hata degerleri,

S(B,) =V (B,) = /9643,89=98,20
S(B)=+V(B,) =+/6103,73 = 78,13 olarak hesaplanrr.

a=0,05 i¢in,
sd=n-k=13-2=11
Laram— = Looosyn = 2,201

A

B, n aralik kestiricisi,
P(p, _ta/Z;n—2Sﬁo <SPS By + ta/2;n—2Sﬁo) =l-a
P(111,7336 —(2,201)(98,203)) < B, < (111,7336 +(2,201)(98,203)) = 0,95

P(111,63279 < f3, <327,9326) = 0,95

Bu araliga gore, %5 hata pay1 olmast durumunda £, katsayist 111,63
ile 327,93 arasinda degisir.

[, ’in aralik kestiricisi,

P(ﬁl _tor/Z;n—ZSﬁ?1 = ﬁl < ﬂl + ta/Z;n—ZSﬁl) =1 -—a

50



P(289,7817 —2,201(78,126)) < B, < (289,7817 +2,201(78,126)) = 0,95

P(117,6437 < B, <461,9197) =0,95
Bu araliga gore, %5 hata pay1 olmast durumunda S, katsayisi 117,64

ile 461,92 arasinda degisir.
Ana kiitle parametresi, serbestlik derecesi igerisinde (sd=n-k),
hesaplanmis olan giiven aralig1 icinde yer alma olasigini ifade eder.

5.10. Belirtme (Belirlilik) katsayisi

Regresyon denkleminin verilere uyumunun bir gostergesidir. Belirtme
katsayist, agiklanabilen degisimin toplam degisime oranlanmasiyla elde edilir.
Ayni zamanda, bagimli degiskendeki degisimin yiizde ne kadarinin bagimsiz
degisken veya degiskenlerce agiklanabilecegini ifade etmektedir.

~ —\2
Rz _ Z(y, _y) =I"2
Z (y, - y)2
_BKT  b(CT,,
KT, > -7)
Belirtilememe yiizdesi ise, agiklanamayan kismin toplam degisime

oranlanmasi ile edilir. Elde edilen bu ylizde, bagimli degiskendeki degisimin
%(1-R?) kadar1 denklem dis1 diger etkenler tarafindan agiklanabilen kismuidir.

R? olarak bulunur.

Bu ise,
R2 —1- Z(y, _JA},‘)Z
Z(y, _)_;)2
2
AKT
R*=1- Z olarak bulunur.

u.
—1- L
KT, > -y’

Ornek 5.7. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlar1 verilmistir. Belirtme (Determinasyon)
katsayisini hesaplayarak yorumlayiniz.

_ BKT _ 29584 ,48

R? =
KT,  53275,69

=0,555309 = 0,56 olarak

veya,
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2
Uu.
R*=1- AKT =1- Z — > olarak bulunur.
KT, > =9
AKT u 23691,21
R =1- =1- 2 —=1- SOL2L_ () 555300 = 0,56
KT, D -y 5327569
olarak bulunur.

Sekerpancart verimindeki degismelerin  %56's1  kullanilan giibre
miktarindaki degismeler ile agiklanabilirken %44'i diger etmenlere baglhdir.

5.11. Korelasyon (iliski) Katsayisi

Korekasyon katsayisi, belirtme katsayisinin karekokiine esit olan bir
6lgiidiir. Bunu,

r = FVR? ile gosterilir. Korekasyon katsayisi, Y ve X degiskenleri
arasinaki iliskinin derecesini gostermekte olup negatif deger alabilir. R?’nin
kok disma nasil cikacagina (pozitif ya da negatif degerli olarak) egim
katsayisiin isaretine bakarak karar verilebilir. Egim katsayisi pozitif ise
korelasyon katsayisi pozitif, negatif ise korelasyon katsayisi negatif isaretli
olur (Akkaya, 1990).

Korelasyon g¢6ziimlemesinin amaci, degiskenler arasindaki iliskinin
hem yonii hem de derecesi hakkinda bilgi vermektir. Korelasyon, iki ya da
daha ¢ok sayida degisken arasindaki iligkiyi gostermekte olup, ilgi miktar ise
korelasyon katsayisi ile belirlenmektedir. Korelasyon katsayisi, 0 ile +1
arasinda deger alir. Eger iki degisken ters yonde iliskili ise eksi, ayni yonde
iligkili ise arti, iliski yok ise sifir ya da sifira yakindir (Akkaya, 1990).

Orneklem iliski katsayisi,

CT, D (=X, - )

= =
VKT KT, (S x5 Xy, -7
seklinde bulunur (Johnston, 1991).

Ornek 5.8. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlar1 kullanilarak korelasyon katsayisini
hesaplayarak, yorumlayiniz.

CT, D (x =X)y, =) 102,09

- - - =0,75
' VKT KT, 3 (-5 Y (y, - 7)° +/(0.3523)(53275.,69)

Sekerpancari verimi ve giibre kullanim miktari arasinda ayni yonde bir
iliski mevcuttur.
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5.12. Anlamhlik Testleri

Regresyon ¢oziimlemesi bir 6rnekleme c¢alismasi oldugu igin,
orneklemden elde edilen model denklemlerine iliskin katsayilarin gergek
katsayilara veya sifira esitliginin incelenmesi gerekmektedir. Verilerin bu
orneklem modeli sayesinde temsil edilip edilemeyecegini gostermektedir.

ﬁl dogrusalligi gosteren bir terim oldugu igin, regresyonda agirlik

olarak ﬁl ‘nin testi tizerinde durulmaktadir. ﬁo dogrusalligi gosteren bir terim

degil, modelin sadece bir katsayisidir ve bunun testini yapmak ¢ogu zaman
gereksiz gozitkmektedir.

Burada verilecek biitiin testlerin gecerliligi i¢in, en kii¢iik kareler
varsayimlari gegerlidir. Bunun i¢in, gézlemlerin birbirinden bagimsiz oldugu,
hata ya da artik terimlerin sifir ortalamaya ve o* varyansi ile normal dagilima
sahip olmasi1 gerekmektedir.

5.12.1. t testi
Amacimiz regresyon dogrusunun anlamlilik testi oldugunda,

Temel hipotez esitligi H, : 5, =0 ve alternatif hipotez H, : 5, # 0

seklinde olusturulur. A, 'nin standart hatasi Sﬁ seklinde daha 6nce verilmisti.

H, reddedilir ise S, # 0 ve regresyon dogrusu anlamlidir. Elde ettigimiz
dogrusal regresyon modelini amacimiza uygun olarak kullanabiliriz. Bu
baglamda, veri noktalarindan yaklasik olarak bir dogru c¢izmek miimkiin
olabilir. H,’mn kabul edilmesi durumunda ise, Orneklem regresyon
denkleminin amaca yani dogrusalliga uygun olarak kullanilamayacagi ortaya
cikar. Bu durumu, iki degisken arasinda dogrusal bir iliskinin yoklugu
seklinde yorumlamak miimkiindiir.

Buna gére H, 6nsavi,

t= P ile test edilir. ¢ > ¢

By

ise H reddedilir.

a;n-2

Ornek 5.9. 2001-2013 yillari arasindaki Sekerpancar verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlarini kullanarak ,éo ve ﬁAl katsayilarinin
anlamliliklarini test edelim ve yorumlayalim.

Temel hipotez esitligi H, : 5, =0 ve alternatif hipotez H, : 5, # 0
Onsavlarini test edelim.
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B, 2897817

=L =" =3
S ;i 78,126

Lo = Loosi3-2 = 1,80

t>t,, , oldugundan H; reddedilir. %95 giivenilirlik diizeyinde [31

istatistiksel bakimdan anlamhidir.

5.12.2. Varyans Coziimlemesi ve F Testi
H, = B, =0 seklinde verilen 6nsavin testini varyans ¢oziimlemesi ile

de yapmak miimkiindiir. F testinde tiim bagimsiz degiskenlerin katsayilari
birlikte test edilmektedir. Ancak, sabit katsayinin testi yapilmamaktadir. Basit
dogrusal regresyon i¢in F ve t testi ayni1 sonucu vermektedir. Clinkii basit
dogrusal regresyonda tek bagimsiz degisken mevcuttur.

Temel hipotez esitligi H, = 5, =0 ve alternatif hipotez H, = 5, #0

seklinde olusturulur. F testinde tek tarafli test s6z konusu degildir (Giiris ve
Caglayan, 2010) (Dikmen, 2012).

Aciklanamayan ve agiklanabilen degisimlerin varyans gostergeleri
olarak artik kareler ortalamasi1 (AKO) ve regresyon dogrusuna uyumun kareler
ortalamasi (BKO) olarak g6stermek miimkiindiir. Buradan F test istatistigi,

i(ﬁ-f)z/l
i=1

BKT /1 BKO

=1

seklinde

hesaplanir.
R?’nin formiilii ile F test istatistigi karsilastirildiginda aralarinda bir
iligki goriilecektir. Bu iliski,
2 2
F= lfRz " " 2 = (nl _2135 seklinde olacaktir (Giiris ve Caglayan,
2010) (Dikmen, 2012).
Bu hesaplanan F test istatistikleri ile Cizelge degerleri karsilagtirilirsa,

F>F,, ,_, ise Ho hipotezi red
F<F

al,n—-2

ise H,, hipotezi kabul edilir.

Ayrica, bagimlh degiskendeki degisimin iki kaynagi yani AKO ve BKO
almarak varyans coziimleme Cizelgesi asagidaki gibi kurulmaktadir. Bu
cizelge sayesinde,
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H, = B, =0 (Dogrusal regresyon uygun degildir)
H =p#0 (Y, =p,+B,X, +¢&, denklemine uyum anlamlidir)
Onsavlari test edilmektedir.

Cizelge 5. Varyans Coziimleme Cizelgesi

Degisim Serbestlik Kareler Kareler Ortalamasi F
Kaynag (D.K.) Derecesi Toplami (KT) (KO)
(S.D.)

Toplam n-1 n _
Degisme (KTy) > -Y)

i=1
Aciklanan 1 o o BKO  BKT /1
Degisme (BKT) Z}:(Yr“Y) ZI(Yf‘Y) | AKO T 4AKT /n-2
Ac¢iklanamayan n-2 n . n .
Degisme (AKT) D =Y | Y (X -Y) w2

i=1 i=1

Buradan hesaplanan F hesap degeri ile F,,, , Cizelge degeri

karsilastirildiginda,

F>F,, ,_, ise Ho hipotezi red
F <F,,,_, ise Ho hipotezi kabul edilir.
Cizelgeden goriilecegi iizere, F degeri ile t* aynidir. Bu ise,
(Y -Y)* /1 .
BKO z ' CT o
F = ===l _b ?2 XY — 4 seklinde gosterilir.
AKO c

(Y, -Y) /n-2
=1

i

Ornek 5.10. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancart verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlarini kullanarak varyans ¢6ziimleme
cizelgesini olusturarak modelin anlamliligini smayiniz.

Cizelge 6. Varyans Coziimleme Degerleri

D.K. S.D. KT KO F
KTy 12 53275,69

BKT 1 29584,48 29584.,48 13,74
AKT 11 23691,21 2153,75

F =13,73628 > F 5., ,5_, = 9,65 oldugundan H, hipotezi reddedilir.
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5.13. Esneklik
Esneklik, bagimsiz degiskende meydana gelen %1°lik artisa baglh
olarak bagimli degiskende meydana gelen artis veya azaligin yiizde degeridir.
Bagimli degigken (Y)’nin bagimsiz degisken (X)’e gore esnekligi,
_AY/Y AY X
AX/X AX'Y
olarak bulunur. Tek bir nokta i¢in esneklik ise,
dy/'y dY X

Xy —

XY

Tahmin edilen basit dogrusal regresyon modelimiz I}, = ,5’0 + ,élX ;

seklinde olsun. Bu modelde Bl katsayis1 egimi verirken, [;’O kesim noktasini
vermektedir. Burada bagimli degisken (Y) nin bagimsiz degisken (X)’e gore
esnekligi,

_dY X

v = ——.— = [B,.— olarak bulunur. Ortalama esneklik ise, bagiml
ax Y Y
ve bagimsiz degiskenlerin birlikte kullanimi sonucunda asagidaki gibi,
d—Y X /;' z olacaktir (Giiris ve Caglayan, 2010)
Toax'y Uy yve ey,

Ornek 5.11. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancart verimi ve buna
etki eden giibre kullanim miktarlarint kullanarak ortalama esneklik degerini
hesaplayalim.

Y X X

Toax 'y Uy

~ X 1,25

E,., =p3.—=28978%=
w=h3 473

= 0,76 olur.

Giibrede %1 artis olmasi halinde ortalama olarak sekerpancar1 verimi
%0.76 artmaktadir.

5.14. Basit Dogrusal Regresyon Modelinde Matris Gosterimleri

Tek bagimsiz degisken ve n sayida gozlemin oldugu normal
denklemlerin ¢6ziimii dogrudan yapilmaktadir. Ancak, degisken sayisinin
artmasina paralel olarak hesaplama ve ayni zamanda gosterim giigliikleri ile
karsilagilir. Bunun i¢in, ¢ok degiskenli regresyon denklemine gecilmeden
once iki degisken {izerinden regresyonun matrisler ile gosterimi asagidaki
sekilde ifade edilecektir.
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Tek bagimsiz degiskenin oldugu model Y, =3, + B, X, +¢,

seklindedir. Bu modelin matrisler ile gosterimi n gozlem i¢in asagidaki gibi
yazilabilir:

Y, 1 X, e, ]
Y, 1 X, . £,
Y = X = ﬂ’\ = |:ﬂ’\0j| 81 =
By
_Yn | _1 X, | L€, ]

Anakiitle regresyon denklemi matris tiiriinden, Y = Xf + & yazlir.
Burada, X, nx2 boyutlu girdi ya da gézlem degerlerini; Y, nx1 boyutlu yanit
vektoriinii; ﬂA , 2x1 boyutlu bilinmeyen katsayilar vektoriinii; £, nx1 boyutlu

hata terimi ya da yanilg vektoriinii tanimlamaktadir.
En kiigiik kareler kestirim yontemine gore normal denklemler,

ﬁAon"'ﬂAl in :Zyi

B> %+ B> x7 = x,y, seklinde elde edilmisti. Elde edilen
normal denklemleri, matris tiiriinden asagidaki gibi yazabiliriz:

s 5[ e

Burada,

i n z xi r Z yi
XX = 2 |, XY =
Y ID I B DR
Yukaridaki matris ise, kapali bir bigimde,
(XX) ,[} = XY olacaktir. Bu esitligi, soldan (XX)' ile garparsak,
B=(XX)"'X'Y olarak bulunur. ,[3 matrisinden, /? o, Ve [31 katsay1
kestirimleri elde edilir (isyar ve Kip, 1981).

Ornek 5.12. 2001-2013 yillari arasindaki Sekerpancari verimine etki
eden giibre kullanim miktarlar1 verilmistir. Bu degerleri kullanarak basit
dogrusal denkleminin parametrelerini matris yontemi kullanarak
hesaplayalim.
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Hesaplama agamalar sunlardir:

Cizelge 7. Tiirkiye’de Sekerpancar1 Verimi ve Giibre Kullanim Miktarlari, 2001-2013

Yil Verim (10 Kg/da) Giibre (10 Kg/da)
2001 3.542 10
2002 4.444 11
2003 4.014 12
2004 4.290 10
2005 4.524 13
2006 4.464 14
2007 4.154 11
2008 4.829 12
2009 5.332 13
2010 5.459 12
2011 5.488 15
2012 5.325 14
2013 5.666 15

Kaynak: Tiirkiye Istatistik Kurumu, 2014.

a. Gozlem degerlerinden yararlanarak X ve Y matrisi olusturulur.
b. XX ve X'Y matrisi hesaplanir.

c. XX matrisinin tersi bulunur.
d. Formiil geregi X'X matrisinin tersiile XY matrisi ¢arpalir.

e. Buradan elde sonuglardan yararlanarak tahmin edilen regresyon
denklemi yazilir.

xu=|_ zx;,X'Yz 2.,
DRADIES hIEAY
X,X:' no Y X, [ 131620
DX, DX [1620 20,54
4,48 —3,53
~3,53 2,83

Yy 2y |_| 6147
> x| 776220

B=(XX)'XY

(Xx)"' = [ } elde edilir.

58



5 448 —3,537 6147 111,73
=353 283 [|7762,20| | 289,78
Y, =111,73 + 289,78 X, olur.

Sekerpancart verim ve giibre kullanim miktarlari i¢in tahmin edilen
model parametrelerini yorumlayalim. Regresyon modeli

fi =111,73 +289,78 X, olarak tahmin edilmistir. Modelde ﬁo =111,73

degeri sabit terimdir ve giibrenin sifir olmasi durumunda yani bagimsiz
degisken X’in sifir olmasi halinde sekerpancari verimi 111,73 kg/da olur.

Regresyon modelinde ,él =289,78dir. Bu katsay1 pozitif bir degere

sahiptir. Giibre kullanim miktar1 ve sekerpancari verimi arasinda pozitif yonlii
ve dogrusal bir iligkiden bahsedilir. Yani, giibre kullanim miktarlar1 artarsa
seker pancari verimi de artar. Diger bir ifadeyle, giibre kullanim miktarlarinda
%1 bir artis meydana geldiginde seker pancari veriminde %290 oraninda bir
artig meydana gelmektedir.

Normal denklemler, gergcek degerler ve matris yontemi ile elde edilen
sonuglar tamamiyla ayn1 sonuglari vermektedir.
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