gecerli olmakla birlikte, ilave olarak iki varsayim daha mevcuttur. Buna gore,
coklu dogrusal regresyonun varsayimlari asagidaki gibi verilmistir:

a) Normallik varsaymi: &, ~ N(0,0'z),i =12,.,n icin. Hata
terimleri normal dagilim 6zelligi gosterir.

b) Sifir ortalama: E(e i) =0 , 1=1,2,...,n. Hata terimlerinin beklenen
degeri sifirdir.

¢) Sabit varyans: V(¢,) =0, =0, =..=0, =0 dir. Regresyon
hata terimlerinin varyansi sabittir. Eger veriler bu varsayimi saglamiyorsa

ortaya degisen varyanslilik sorunu ¢ikar.
d) Otokorelasyon olmamasi:

COV(El.,gj) = E[(El. —E(El.)][(é'j —E(Ej )]= 0, 7#j. Hata terimleri

arasinda iligki olmasi durumu otokorelasyon (ardisik bagimlilik, 6ziligki)
adim alir. Ancak bu varsayima gore, bir hata terimi kendinden 6nce ya da

sonra yer alan hata terimlerini etkilememelidir. €; ’lerin kestirimi olan e;’lerin

birbirleri ile iliskili olmamalari istenir.
e) Bagimsiz degiskenin tesadiifi degisken olmamasi:

E(x,6,)=0, i=12,...,n, Xler raslanti degiskeni oldugunda X ve ¢
degiskenlerinin bagimsiz olmalar1 gereklidir.

f) Coklu baglanti olmamasi: Bir bagimsiz degisken diger degiskenler
tarafindan agiklanabiliyor ise, bu degiskenler arasinda dogrusal bagimlilik

mevcuttur. Bagimsiz degiskenlerin ikiser ikiser aralarinda yiiksek derecede
iligki bulunmasi halidir. Bu durumda X matrisinin ranki k+1°den kiigiik

-1
olacak, dolayisiyla (XX)™ matrisinin tersi almamayacaktir. Uygulamalarda

bagimsiz degiskenler arasinda az iliski bulunabilmekte ancak yiiksek derecede
iligki olmasi durumunda ise ¢oklu baglanti ya da ¢oklu dogrusal baglilik
ortaya ¢ikmaktadir (Giirig ve Caglayan, 2010) (Dikmen, 2012).

6.4. Parametrelerin Tahmini

Basit dogrusal regresyon modelinde oldugu gibi, ¢oklu dogrusal
regresyon modelinin parametreleri de ayni yontemle tahmin edilebilmektedir.
Ancak, ¢oklu dogrusal regresyon modelinde k sayida bagimsiz degisken ve
bagimli degiskenin tahmin edilmesi s6z konusu oldugunda islemler biraz daha
karmasik hale gelebilmektedir (Dikmen, 2012).
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6.4.1. Coklu Regresyonda En Kiiciik Kareler Kestirimi

Basit dogrusal regresyon denklemini olusturan iki degiskenin varlhigi
s6z konusu oldugunda bir dogru olusmaktadir. Ancak, k sayida bagimsiz
degiskenin olusturdugu ¢oklu dogrusal regresyon denklemi bu degiskenlerin
olusturdugu k boyutlu uzayda bir diizlem olugmaktadir.

Anakiitle ¢oklu dogrusal regresyon modeli,

Y. = ,5'0 + ﬁlXil + /B2Xi2 Tt ﬂkX,»k +&, seklinde daha ©nce

tanimlanmisti. Burada, En kiigiik kareler (EKK) ile amacimiz daha once
oldugu gibi yine ayni sekilde,

Z (y, —)A/,-)2 = Z e,-z terimini en kiigiikleyen ya da minimize eden
i=1 i=l
regresyon katsayilarinin kestirimlerini elde etmektir.
Normal denklemler ile tahmin su sekilde yapilmaktadir:
Biri bagiml diger ikisi bagimsiz degisken olmak iizere ii¢ degiskenli
bir 6rnek ¢oklu regresyon modelini,

Y, =B, + B X, + B,X, +u, seklinde ifade etmek miimkiindiir.
AKT = Z(yl. -9) = Z(yi — By = Bx, = B,x,)> =0 seklinde
i=1 i=1

yazilir. Bu terimin, f,, ﬁl ve ,5’2 ’e gore tiirevleri alindiktan sonra kismi
tiirevler sifira esitlenir ve islemlere asagidaki gibi devam edilir:

OAKT AR 5
- =—22(yi—ﬂ0—ﬁlx,-—ﬁzx2)=0
by
OAKT A A 3
~ :_2zx1(yi_ﬂo_ﬂ1xl_ﬂ2x2)20
op,
OAKT A A 3
= =_2zx2(yi_ﬁo_ﬂlxl_ﬁZXZ):O
op,

Bu ii¢ esitlik diizenlenirse, asagidaki normal denklemler elde edilir.

Zyi :ﬁAon"'ﬂAl le +ﬂAzzxz
Z:y,.x1 =ﬂAOZx1 +ﬁ12xf +ﬂAZZx1x2
Syx, =6, x, + 5D xx, + £, x2 (Dikmen, 2012).
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Bu denklemlere normal denklemler adi verilmektedir. Normal

denklemlerin ortak ¢oziimii sayesinde [;’0 , ﬂAl ve ,5’2 tahmin edilmektedir.

Ornek 6.1. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimine etki
eden Eigs ve kullanilan giibre miktarlart verilmistir. Verimin, Eigs ve
giibrenin bir fonksiyonu oldugu varsayimi ile olusturulan ¢oklu dogrusal

denkleminin I}l =0, + ,élX  + ﬁzX , parametrelerini En Kiiciik Kareler
(EKK) yontemiyle tahmin ediniz.

Cizelge 8. Tiirkiye’de Sekerpancart Verimi, Giibre Kullamm Miktarlar1 ve Erkek Isgiicii
Degerleri

Yil Verim (10 Kg/da) Giibre (10 Kg/da) Erkek lisgiicii (Saat/da)
2001 354 1,0 14,22
2002 444 1,1 13,21
2003 401 1,2 13,29
2004 429 1,0 13,40
2005 452 1,3 13,41
2006 446 1,4 13,59
2007 415 1,1 13,75
2008 482 1,2 13,54
2009 533 1,3 13,70
2010 545 1,2 15,20
2011 548 1,5 14,08
2012 532 1,4 14,20
2013 566 1,5 14,10

Y: Verim (10 Kg/da)

X1: Giibre (10 Kg/da)

Xa: Eigs/da

Kaynak: Tiirkiye istatistik Kurumu, 2014.

Zyi =Bon+ﬁ1 le +ﬁzzxz
Zy,.x1 =,30le +,312xf +ﬁ22x1x2
Zyixz =/§02x2 +/§1le)€2 +:[322x§
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Cizelge 9. Tiirkiye’de Sekerpancari Verimi, Giibre Kullamim Miktarlar1 ve Erkek Isgiicii
Degerlerine Iliskin Hesaplamalar

YIL Y X1 X2 Y*X1 Y*X2 X1? X2? X1*X2
2001 354 | 1,00 | 14,22 | 354,00 | 5033,88 | 1,00 | 202,21 14,22
2002 444 | 1,10 | 13,21 | 488,40 | 5865,24 | 1,21 174,50 14,53
2003 401 | 1,20 | 13,29 | 481,20 | 5329,29 | 1,44 | 176,62 15,95
2004 429 | 1,00 | 13,40 | 429,00 | 5748,60 | 1,00 | 179,56 13,40
2005 452 | 1,30 | 13,41 | 587,60 | 6061,32 | 1,69 | 179,83 17,43
2006 446 | 1,40 | 13,59 | 624,40 | 6061,14 | 1,96 | 184,69 19,03
2007 415 | 1,10 | 13,75 | 456,50 | 5706,25 | 1,21 189,06 15,13
2008 482 | 1,20 | 13,54 | 578,40 | 6526,28 | 1,44 | 183,33 16,25
2009 533 | 1,30 | 13,70 | 692,90 | 7302,10 | 1,69 | 187,69 17,81
2010 545 | 1,20 | 15,20 | 654,00 | 8284,00 | 1,44 | 231,04 18,24
2011 548 | 1,50 | 14,08 | 822,00 | 7715,84 | 2,25 | 198,25 | 21,12
2012 532 | 1,40 [ 14,20 | 744,80 | 755440 | 1,96 | 201,64 19,88
2013 566 | 1,50 [ 14,10 | 849,00 | 7980,60 | 2,25 | 198,81 21,15
TOPLAM | 6147 | 16,20 | 179,69 | 7762,20 | 85168,94 | 20,54 | 2487,23 | 224,13

Hesaplamalardan sonra normal denklemler,
6147 =133, +16.20 3, +179,69 3,

7762,20 = 16,20 3, + 20,54 3, + 224,13 3,
85168,94 =179,69 3, + 224,13 3. + 2487,23 3, seklinde yazilir.

Bu ii¢ bilinmeyenli denklemin ¢oziimiinden regresyon modelinin

parametrelerini asagidaki sekilde elde etmek miimkiin olacaktir.

B, =-439,95
B, =264,69

Iy

B, =42,18

Modelimiz,
Y, =-439,95 +264,69X, +42,18X, seklinde yazilir.

Sabit terim modelde ﬂAo olarak bilinir ve tahmin edilen modeldeki

degeri -439,95°dir. Giibre ve Eigs sifir oldugunda verim -439,95°dir. Buna
gore Eigs’i sabit tuttugumuzda kullanilan giibre bir birim arttiginda ortalama
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verim 264,69 (10 kg/da) birim artacaktir. Giibre sabit tutuldugunda Eigs bir
birim arttiginda ortalama verim 42,18 (10 kg/da) birim artacaktir.

6.4.2. Coklu Regresyonda Parametrelerin Matrisler ile Tahmini

Basit dogrusal regresyonda biri bagimli digeri bagimsiz degisken olmak
iizere iki degisken mevcut idi. Bunun i¢in parametrelerin tahmini daha kolay
olmustur. Ancak, bagimsiz degisken sayis1 k tane ve bir bagiml degisken
olmak {iizere, k bilinmeyenli k sayida denklemin ortak ¢6ziimii neticesinde
parametreleri tahmin etmek miimkiin olacaktir. Bu nedenle, degisken sayisi
arttikca bir degiskenin c¢ekilmesi digerinde yerine konmasi formiillerde
karigikliga sebep olabilecektir. Matris yontemi ile parametrelerin tahmini bu
acidan bir kolaylik saglamaktadir. (Matris cebri hakkinda Ek’e bakiniz).

En Kiigciik Kareler yontemi sayesinde elde edilen parametre
tahmincileri i¢in (k tane) olusturulan normal denklemler;

B+ B, > x, +ﬁ22xi2 +o +ﬁk2xik =>»
ﬂozxil +ﬂ12x§ +ﬁ22xt’1xi2 to +ﬂk2xi1xik = Zyixil
ﬂOle.z +,Ble“xl.2 +ﬂ22xl.22 +ot ﬂkaﬂxik = Z:yl.xl.2 dir.

En kiigiik kareler yontemi sayesinde elde edilen parametre tahmincileri
icin olusturulan normal denklemler matrisler tiiriinden asagidaki gibi,

Z Y, n z X, z X, - z Xy

i=1 i=1 i=1
ZXiZYi inl ZXzzl ZXilXiZ - - inlXik
i=1 i=1 i=1 =1
ZXisYi = zsz ininl inzz - ZXiZXik
i=1 i=1 i=1 i=1

ZXikYi ink inkXil inkXiZ S ZX;
i=1 i=1 i=1 i=1

ifade edilir (Dikmen, 2012).
Basit dogrusal regresyon modelini olusturan parametrelerin tahmini

icin elde edilen matrisleri, coklu dogrusal regresyon modeli i¢in asagidaki gibi
diizenlersek,
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_Yl ] _l Xll X12 Xlk_ ,éo
YZ l XZI X22 XZk ﬂl
_Yn_ _1 an Xn2 Xnk_ [%k
_gl_
82
g =
_8’7_

ile gosterilir (Dikmen, 2012). Anakiitle regresyon denklemi matris
tirtinden, ¥ = Xf + & yazilir. Burada, X, nxk boyutlu girdi ya da gézlem

degerlerini; Y, nx1 boyutlu yanit vektoriinii; B, kx1 boyutlu bilinmeyen

katsayilar vektoriinii; &, nx1 boyutlu hata terimi ya da yanilgi vektoriinii
tanimlamaktadir.

Bu matrislerden hareketle,

1 |
Xll XZI nl
X'=|lX, X, . . . X, | X matrisinin transpozu (devrigi)
X, Xy oo X
yazilir (Dikmen, 2012).

X matrisi ve X matrisinin transpozunun ( X' ) ¢arpimi ise asagidaki
gibi,
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XX=|X

i=1

i=1

S

nl

n2

nk

1 X,
1 X,
*
111 X,

2 X
i=1

n

Z XilXiZ
i=1

n

2
2 X0
i=1

inkXil ZXikXiZ
i=1 i=1

elde edilir (Dikmen, 2012).

1
X
X
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12

X

1k

1
Xy
Xy

X

2k

L[y
nl Y2
XnZ
Xnk_ _Yn_
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= Z X .Y, | seklinde elde edilir (Giiris ve Caglayan, 2010).

Bu elde edilen matrisler ile normal denklemler vasitasiyla elde edilen
matrisler aynidir. Bunu su sekilde ifade etmek de miimkiindiir:

XY =(XX)p
Her iki tarafi (XX)™" ile carpip, ﬂA ’y1 yalniz birakalim;

ﬂA =(XX)"' XY seklinde formiile edilir. Bu formiilii agik bir sekilde
matris notasyonu ile yazalim;
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20 DIPSIEEDIP. CHEND IV ¢ ¢ 2 XX,
i=1 i=1 i=1 i=1
1 n n n n
= XX, DXL, Y XD 2 XX |
i=1 i=1 i=1 i=1
A

L i=l i=l i=1 i=1

Yukaridaki gibi ifade edilecektir. Buradan, sistemin ¢6ziimii sayesinde

[;’0,,31,...., B, parametrelerini tahmin etmek miimkiin olacaktir (Giiris ve
Caglayan, 2010).

Ornek 6.2. 2001-2013 yillar1 arasindaki Sekerpancari verimine etki
eden Eigs ve kullanilan giibre miktarlart verilmistir. Verimin, Eigs ve
giibrenin bir fonksiyonu oldugu varsayimi ile olusturulan ¢oklu dogrusal
denkleminin parametrelerini matris yontemiyle tahmin ediniz.
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Cizelge 10. Tiirkiye’de Sekerpancari Verimi, Giibre Kullanim Miktarlar1 ve Erkek Isglicii
Degerleri, 2001-2013

Yil Verim (10 Kg/da) Giibre (10 Kg/da) Eigs
2001 354 1,0 14,22
2002 444 1,1 13,21
2003 401 1,2 13,29
2004 429 1,0 13,40
2005 452 1,3 13,41
2006 446 1,4 13,59
2007 415 1,1 13,75
2008 482 1,2 13,54
2009 533 1,3 13,70
2010 545 1,2 15,20
2011 548 1,5 14,08
2012 532 1,4 14,20
2013 566 1,5 14,10

Y: Verim (10 Kg/da)

Xi1: Giibre (10 Kg/da)

Xa: Eigs

Kaynak: Tiirkiye Istatistik Kurumu, 2014.

Coziim igin:
a. Gozlem degerlerinden yararlanarak X ve Y matrisi olusturulur.
b. XX ve X'Y matrisi hesaplanir.

c. XX matrisinin tersi bulunur.

d. Formiil geregi XX matrisinin tersi ile X'Y matrisi carpilir.

e. Buradan elde sonuglardan yararlanarak tahmin edilen regresyon
denklemi yazilir.

Matrisler ile parametre tahmini,
ﬂA =(XX)"' XY seklinde formiile edilir. Bu formiilii agik bir sekilde
matris notasyonu ile yazalim;

- -1

n X X
BO n lzzll il nizzll i2 z K
Bl = ZXil ZXIZI ZXilXiZ ZXilYi
~ i=1 i=1

B, n n ZXnYi
YX, YX.X, Y
L =1 i=1
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2 -1

B, 13 16,20 179,69 6147
,él =[16,20 20,54 224,13 7762,20
ﬁz 179,69 224,13 2487,23 | [85168,94

284
=[13*20,54*2487,53+16,20*224,13*179,69+179,69*16,20*224,13]-
[179,69%20,54*179,69+224,13*224,13*13+2487,23*16,20*16,20]

| X X|=15,46
853,45 —19,21 —59,93
1
(Xx)™" = adj(X'X) = ~19.21 4550 —2.71
lx x| ,
-59,93 —-2,71 4,58
5520 —124 -3,88
(XX)"' ={-124 294 -0,18
-3,88 —018 0,30

6147
XY =| 7762,20
85168 ,94

Elde edilen matrisler formiilde yerine konuldugunda asagidaki
sonuglari elde ederiz.

B, | [-439.95
B, |=| 264,69
B, 42,18

Buna gore model,
I?l. =-439,95 + 264,69 X, + 42,18 X, olarak tahmin edilir.

Sabit terim modelde ﬁo olarak bilinir ve tahmin edilen modeldeki

degeri -439,95°dir. Giibre ve Eigs sifir oldugunda verim -439,95°dir. Buna
gore Eigs’i sabit tuttugumuzda kullanilan giibre bir birim arttiginda ortalama
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verim 264,69 (10 kg/da) birim artacaktir. Giibre sabit tutuldugunda Eigs bir
birim arttiginda ortalama verim 42,18 (10 kg/da) birim artacaktir.

6.4.2.1. Coklu Dogrusal Regresyon Modelinde Tahmin
Degerlerinin Yorumu

Sabit terim, bagimsiz degiskenlerin her birinin sifir olmasi durumunda
bagimli degisken Y’nin alacagi degeri ifade eder. Bagimsiz degisken
katsayilarinin negatif veya pozitif olmasi degisimin hangi yonde seyrettigini
ifade edecektir. X; degiskeninin degismedigi varsayimi altinda, X,

degiskeninin Y tizerindeki etkisi ﬁAz birim olacaktir. X, degiskeninin
degismedigi varsayimi altinda, X; degiskeninin Y iizerindeki etkisi Bl birim
kadar olacaktir (Dikmen, 2012).

Bu agiklamalar 15181 altinda, sabit terim modelde ﬁA’O olarak bilinir ve

tahmin edilen modeldeki degeri -439,9520°dir. Giibre ve Eigs sifir oldugunda
verim -439,9520°dir. Buna gére Eigs’i sabit tuttugumuzda kullanilan giibre bir
birim arttiginda ortalama verim 264,6885 (10 kg/da) birim artacaktir. Giibre
sabit tutuldugunda Eigs bir birim arttiginda ortalama verim 42,17499 (10
kg/da) birim artacaktir.

6.4.3. Parametre Tahmincilerinin Varyanslari

A

[ ’nin varyans-kovaryans matrisi yardimi ile,

V(B)=E(B-BYB-BY
= o’ (XX)™"' olarak yazilir. (k+1)*(k+1) boyutlu bir matrisin
kosegen 6geleri katsayilarin varyansini vermektedir. Bu da,
Vib,)= ol (XX );.jl seklinde gosterilir. Varyans-kovaryans matrisi su
sekilde,

I V(AﬂAl)A Cov(ﬁ:l’ﬁz) - Cov(él’ﬂ:k)_
. Cov(pB,,5,) V(p,) .. Cov(B,,B,)
V(p)=
_COV ([A}k > 1[31) Cov ([A;k > /éz) .. V(:ék)
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