DEGISKENLERE AYIRMA YONTEMI

L (u) =0, x ve y bagimsiz degiskenlerini igeren ve B (u) = 0 smir kogu-
lunu saglayan homogen kismi tiirevli denklem olmak tizere, bu denklemin

u(z,y) =X (2)Y (y)

seklindeki u coziimlerinin arandigi varsayilsin. Yontem caligirsa, w icin olan
bu formiil L (u) = 0 denkleminde yerine konuldugunda, denklemin bir tarafi
sadece x degiskenlerini, diger tarafi da sadece y degiskenlerini igerek sekilde,
terimler yeniden diizenlenebilir. Yani, P (z) = Q (y) gibi. x ve y ler bagimsiz
oldugundan, sadece x veya y ye baglh olan bir nicelik sabit olmalidir. Boylece,
P(xz) = ¢ ve Q(x) = c olur ve bu denklemler, ¢arpimlar1 u olan X ve Y
fonksiyonlar1 icin adi diferensiyel denklem olacaktir. Bu denklemler X ve
Y iizerindeki sinir kosuluna gore ¢oziilebilirler. Bu kosullar da, u tizerindeki
ilk kosuldan elde edilirler. Boylece, ¢ sabitinin degigimi ile biitiin ¢oziimler
ailesi elde edilir. Siiperpozisyon ilkesinden, bunlarin tiim lineer birlesimleri
de bir ¢oziimdiir. Eger, problem bir adi diferensiyel denkleme indirgeniyorsa
bu ¢oziilebilmelidir. Birinci basamaktan denklemler i¢in durum ¢ok basittir:

f'=af = [(x) = ce™.
Ikinci basamaktan denklemlerdeki durum, asagidaki gibi verilir:

f" +af +bf = 0 denkleminin kokleri ri, ro ve c1, co keyfi sabitler
olmak tzere, f(x) = c1e™* + €™ geklindedir. r1 = 1o ise genel ¢oziim
(c1 4 cox ) e™* geklindedir. Burada r; ve ry kompleks olabilir. Bazi durum-
larda, ¢oziimiin trigonometrik veya hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade
edilmesi daha uygundur. Ozellikle; eger 71 = p + io ve ry = p — ic ise genel
¢Ozlim

e’ (c1 cosox + cosinox )

seklindedir. Eger a > 0 ise f” + a2 f’ = 0 denkleminin genel ¢oziimii
€1 coS ax + cs sin ax
ve f” — a?f" = 0 denkleminin genel ¢oziimii
c1 cosh ax + c9 sinh ax
olur.

1.1. ORNEK. 1-boyutlu 151 akisr problemi ele alinsin. Uzunlugu [ olan
dairesel metal bir ¢ubugun egri yiizey: yalitilmis olsun. Bu durumda, s,



sadece uc¢lardan girer veya ¢ikar. Ayrica, ki ucunun da sifir derecede tu-
tuldugu varsaylsin. Baslangi¢ kosullary goz ardy edilerek, asagqidaki gibi bir
stnar deger problemi yazilabilir:

Uy = kg,
u(0,t) = wu(l,t)=0. (1)
Eger uw(x,t) = X (x) T (t) (1) de yerine yazilirsa
X(x)T'(t) = kX" (x)T(t) (2)
X0)T(t) = XO)T(t)=0 (3)

bulunur. (2) deki degiskenler, iki tarafin kX (z)T (t) ile bolinmesi ile ayrila-
bilirler. Yani

()  X"(x)

KT (t) X (o)
olur. Bu durumda, sol taraf sadece t ye, sag taraf sadece x e baglh duruma
geldi. Bunlar esit oldugundan, ikisi de bir A sabitine egit olmalidir. Yani

T'(t) = AKT (t), X" (z) = AX ().

Bunlar da, temel yontemlerle ¢ozilebilen, T ve X i¢cin adi diferensiyel den-
klemlerdir. T i¢in olan denklemin genel ¢oziimii

T (t) = coe™
X i¢in olan denklemin genel ¢éoziimii
X (z) crcos Az + casin Az, A=+vV—-A (4)

olur. Simdi, (3) swnar kosullary dikkate alinmalidur. X (0) = 0 kosulu (4) de
c1 = 0 verir ve X (I) = 0 kosulu, casin Xl = 0 verir. Eger co = 0 alimarsa
u(z,t) = 0 olur. Agikar olmayan ¢ozim aranmasy gerekir, boylece co #

. 2
0 olmalidir. Buradan, sin A\l = 0 = X = nn, C; veya A = — ("’l—”) <
0 demektir. n > 0 alinabilir, ¢iinkii n = 0 durumu sifir ¢ozimind verir, n
yerine —n alinarak co yerine —cy yi verir. Kisaca, her n € N igin (1) in bir
Uy, (z,1) ¢oztimii elde edilir:
_n2x2kt . NMTXT
uy (x,t) =e 2 sin——, n eN,

olur (burada, co = co = 1 alindi. co ve co nin diger se¢imleri u, min sabit
carpanlaring verir). u, lerin lineer kombinasyonlar: alimap, daha sonra sonsuz
lineer kombinasyonlara, yani

o0

o0
_n27'r2kt . nmwr
u:g anunzg ane” 12 sin —— (5)
n=1

n=1




sonsuz seriye gegilerek daha fazla ¢ozimler elde edilir. Boyle serilerin yakin-
saklhgr incelenmek zorundadir. Bu sorunla daha sonra ilgilenilecektir. Son
olarak, baslangic kosullary devreye sokulursa; f (0,1) aralginda taniml, ver-
ilen bir fonksiyon olmak tzere, (1) denklemi u (z,0) = f (z) baslangi¢ kosu-
luna gore ¢ozilebilir. (5) ¢ozimii

Z a, sin @ (6)
olmak tizere, bunu saglar. Boylece, (6) daki serilerin ozellikleri ile ilgilenilme-
lidar.

1.2. ORNEK. Onceki drnekteki gibt 151 akigy problemi ele alinsin, bu
sefer, cubugun u¢ noktalar: yalitilmag olsun. Boylece, (1) yerine

U = klgy,

uz (0,t) = wu, (l,t) =0. (7)

problemi ele almarsa, (1) in ¢ozimindeki teknik, burada da kullanidabilir,
buradaki tek fark, (3) deki kosullarn yerine

X' (0) = X' (1) = 0 8)

gelir. Buradan, (4) ca =0 ve Al = nm olur:

X'(z) = —Aersin Az + Aep cos Az,
X'(0) = X'(I)=0<= A =0
X' () = =AegsinNl=0< M =nm, neN.

Yine n > 0 alinabilir ¢iinkii, cos #TE = cos ( ”lﬂ) ancak burada n = 0 dahil

olur. Buradan, ¢oziimlerin dizist

7L27r2k:t nmxr
up (x,t) =€ = cos ——, (n=0,1,2,...)
olarak bulunur. Bunlarin kombinasyonu ile
o o
_n2x2kt nmwx
U= E AUy = E ape 12 COST
n=0 n=0

serisi olusturulur. Bu seri, f (v) = Z an cos "% olmak fdizere, (7) problemini,

u(x,0) = f(x) baslangi¢ k0§uluna gore cozer. Boylece, bir baska seri agilim
problemine ulasilmas olur.



