FOURIER SERISI
Periyodik Bir Fonksiyonun Fourier Serisi

f, reel eksen iizerinde tammli, her 0 icin f (0 + 27) = f(0) kogulunu
saglayan bir fonksiyon olsun. (Boyle fonksiyonlara, 2m—periyotiu periyodik
fonksiyon denir). f fonksiyonunun her sinirh aralikta Riemann integrallenebilir
oldugu kabul edilsin. Ayrica, kompleks eksponensiyel fonksiyonlar kullanila-
cagl icin, f kompleks degerli olarak alimacaktir. Bu durumda, f fonksiy-
onunun

1 - :

f) = 500+ ; (a,, cosnb + by, sin nf) (1)
serisine acilip agilmadigini bilmek ¢nemlidir. cosnf = M ve sinnf =
M formiilleri yardim ile (1) formiilii, yeniden

f(0)= Z cne’™ (2)
seklinde yazilabilir. Buradaki katsayilar
1 1
o = % e =5 (an—iby) ve ey = (ap+iby) (nEN)  (3)
ag = 2¢y, a4y =Cyp+c_yveb, =i(c, —c_y) (4)

seklindedirler.

Genel periyodik fonksiyonlar, trigonometrik seriler cinsinden analiz edilirken,
ilk adim olarak su soru ele alinir;

Eger f nin (2) formunda bir seri agiliminin var oldugu biliniyorsa, ¢, katsayilar
f cinsinden nasil hesaplanir?

Serinin terim terim integrallenebilir oldugu varsayilsin. Bu durumda, (2)
nin iki tarafi e =% (k € Z) ile carpilip, —7 den 7 ye integre edilerek ¢, katsayilar:

Cn = %/f (0)e""%dp (5)

bulunur. (4) den a,, ve b, katsayilar

™ ™

an:—/f(ﬁ)cosnﬁdﬁ (neNU{0}), bn:%/f(ﬁ)sinnede (neN)

h a (6)



olarak bulunur. Eger f, Riemann integrallenebilen, periyodik bir fonksiyon
ise, (5) ve (6) integralleri, a,, b, ve ¢, katsayilarmi tamimlamak igin kul-
lanilabilir.

3.1. TANIM. f, 2n—periyotlu periyodik ve [—m, 7| araliginda integral-
lenebilen bir fonksiyon olsun. (5) ile tanimlanan c,, ve (6) ile tanimlanan a,,
b, sayilarina, f fonksiyonunun Fourier katsayilar, ve bunlara karsilik gelen

o0

Z cne™ veya % + ; (a,, cosnb + by, sin nf) (7)

n=—0oo

serilerine [ fonksiyonunun Fourier serisi denir.

3.2. LEMMA. F integrallenebilen, p—periyotiu periyodik bir fonksiyon
a-+p

ise / F (x) dx integrali a dan bagimsizdar.

Boylece, (5) ve (6) formiillerinde, integraller herhangi 27w uzunlukta bir
aralik izerinden alinabilir.

3.3. LEMMA. (6) formiilleri i¢in eger,

2 s
f cift ise a,, = —/f (0) cos nBdb ve b, =0,
m
0

™

2
f tekisea, = 0veb,= —/f (0) sin nddb
T
0
olur.

3.4. UYARI. 27 —periyotiu periyodik bir f fonksiyonunun Fourier serisi,

(1) trigonometrik formda veya (2) eksponensiyel formda yazilsin, serideki
sabit terim

11
coz§a0:%/f(0)d9

seklindedir. Bu da f nin [—7, | araligindaki ortalama degeridir.

3.5. ORNEK. f (0) = 10|, —7 <0 < m, 2r—periyotiu periyodik fonksiy-
onu alimsin. Lemma den, f ¢ift oldugundan b, = 0 ve

apg = T,
2{—%, n tek ise

a, = — o
0, n cift ise



bulunur. Béylece, f nin Fourier serisi

T 4 1 T 4 cos (2k — 1 0

N — =——— 8

2 7 %{ n? cosn 2 7 kz: (2k — 1 (8)
(n=1,3,5,...)

bulunur.

3.6. ORNEK. ¢ (0) = 0, —71 < 0 < =, 2m—periyotlu periyodik fonksiy-

onu i¢in,
1
(_1)n+
c=0, ¢, = —F"—
mn
olup, g min Fourier serisi
—1 1 00 1
(_1)”+ 6zn0 (_1)”+ ean
m m
n=—oo n=1

olarak bulunur.

3.7. ORNEK. f (0) = {0(;_ B’;;Zfro 2w —periyodik fonksiyonu igin

n

0, mncift ’ n

-2 n+1
== tek 1
(IO:%, an:{HQﬂ—’ e b ( )

olup, f min Fourier serisi

T2 1 (=)™
TIN  ——geos(2n -1
1 n ((271—1)2 cos(2n —1)0 + " sinnf

seklindedair.




