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FOURIER SER·IS·I
Periyodik Bir Fonksiyonun Fourier Serisi
f; reel eksen üzerinde tan¬ml¬, her � için f (� + 2�) = f (�) koşulunu

sa¼glayan bir fonksiyon olsun. (Böyle fonksiyonlara, 2��periyotlu periyodik
fonksiyon denir). f fonksiyonunun her s¬n¬rl¬aral¬kta Riemann integrallenebilir
oldu¼gu kabul edilsin. Ayr¬ca, kompleks eksponensiyel fonksiyonlar kullan¬la-
ca¼g¬ için, f kompleks de¼gerli olarak al¬nacakt¬r. Bu durumda, f fonksiy-
onunun

f (�) =
1

2
a0 +

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�) (1)

serisine aç¬l¬p aç¬lmad¬¼g¬n¬bilmek önemlidir. cosn� = ein�+e�in�

2
ve sinn� =

ein��e�in�
2

formülleri yard¬m¬ile (1) formülü, yeniden

f (�) =
1X

n=�1
cne

in� (2)

şeklinde yaz¬labilir. Buradaki katsay¬lar

c0 =
a0
2
; cn =

1

2
(an � ibn) ve c�n =

1

2
(an + ibn) (n 2 N) (3)

a0 = 2c0; an = cn + c�n ve bn = i (cn � c�n) (4)

şeklindedirler.

Genel periyodik fonksiyonlar, trigonometrik seriler cinsinden analiz edilirken,
ilk ad¬m olarak şu soru ele al¬n¬r;

E¼ger f nin (2) formunda bir seri aç¬l¬m¬n¬n var oldu¼gu biliniyorsa, cn katsay¬lar¬
f cinsinden nas¬l hesaplan¬r?

Serinin terim terim integrallenebilir oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda, (2)
nin iki taraf¬e�ik� (k 2 Z) ile çarp¬l¬p,�� den � ye integre edilerek cnkatsay¬lar¬

cn =
1

2�

�Z
��

f (�) e�in�d� (5)

bulunur. (4) den an ve bn katsay¬lar¬

an =
1

�

�Z
��

f (�) cosn�d� (n 2 N [ f0g) ; bn =
1

�

�Z
��

f (�) sinn�d� (n 2 N)

(6)
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olarak bulunur. E¼ger f; Riemann integrallenebilen, periyodik bir fonksiyon
ise, (5) ve (6) integralleri, an; bn ve cn katsay¬lar¬n¬ tan¬mlamak için kul-
lan¬labilir.

3:1: TANIM: f , 2��periyotlu periyodik ve [��; �] aral¬¼g¬nda integral-
lenebilen bir fonksiyon olsun. (5) ile tan¬mlanan cn ve (6) ile tan¬mlanan an,
bn say¬lar¬na, f fonksiyonunun Fourier katsay¬lar¬ve bunlara karş¬l¬k gelen

1X
n=�1

cne
in� veya

a0
2
+

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�) (7)

serilerine f fonksiyonunun Fourier serisi denir.

3:2: LEMMA: F integrallenebilen, p�periyotlu periyodik bir fonksiyon

ise

a+pZ
a

F (x) dx integrali a dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Böylece, (5) ve (6) formüllerinde, integraller herhangi 2� uzunlukta bir
aral¬k üzerinden al¬nabilir.

3:3: LEMMA: (6) formülleri için e¼ger,

f çift ise an =
2

�

�Z
0

f (�) cosn�d� ve bn = 0;

f tek ise an = 0 ve bn =
2

�

�Z
0

f (�) sinn�d�

olur.

3:4: UYARI: 2��periyotlu periyodik bir f fonksiyonunun Fourier serisi,
(1) trigonometrik formda veya (2) eksponensiyel formda yaz¬ls¬n, serideki
sabit terim

c0 =
1

2
a0 =

1

2�

�Z
��

f (�) d�

şeklindedir. Bu da f nin [��; �] aral¬¼g¬ndaki ortalama de¼geridir.

3:5: �ORNEK: f (�) = j�j ; �� � � � �; 2��periyotlu periyodik fonksiy-
onu al¬ns¬n. Lemma den, f çift oldu¼gundan bn = 0 ve

a0 = �;

an =
2

�

�
� 2
n2
; n tek ise

0; n çift ise



3

bulunur. Böylece, f nin Fourier serisi

�

2
� 4

�

X
n tek

(n=1;3;5;:::)

1

n2
cosn� =

�

2
� 4

�

1X
k=1

cos (2k � 1) �
(2k � 1)2

(8)

bulunur.

3:6: �ORNEK: g (�) = �; �� < � � �; 2��periyotlu periyodik fonksiy-
onu için,

c0 = 0; cn =
(�1)n+1

in

olup, g nin Fourier serisi

�1X
n=�1

(�1)n+1 ein�
in

+
1X
n=1

(�1)n+1 ein�
in

olarak bulunur.

3:7: �ORNEK: f (�) =
�
0; ��<�<0
�; 0<�<�

2��periyodik fonksiyonu için

a0 =
�

2
; an =

� �2
n2�
; n tek

0; n çift
; bn =

(1)n+1

n

olup, f nin Fourier serisi

�

4
� 2

�

1X
n=1

 
1

(2n� 1)2
cos (2n� 1) � + (�1)

n+1

n
sinn�

!

şeklindedir.


