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4:1: TEOREM: (Bessel Eşitsizli¼gi) f; 2��periyodik ve [��; �] üzerinde

Riemann integrallenebilen bir fonksiyon ve cn = 1
2�

�Z
��

f (�) e�in�d� Fourier

katsay¬lar¬olsun. Bu durumda,
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eşitsizli¼gi gerçeklenir.

_Ispat: Kompleks say¬lar¬n modülü tan¬m¬kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlik
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Bu eşitli¼gin iki taraf¬2� ile bölünüp, �� den � ye integre edilirse, gerekli
düzenlemeler ile,
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bulunur. Son eşitli¼gin sol taraf¬ndaki integral negatif olmayand¬r. Böylece,
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olur. N !1 için limite geçilirse istenen sonuca ulaş¬l¬r.

4:2: UYARI:
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1.
a0 = 2c0; an = cn + c�n ve bn = i (cn � c�n)

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak Bessel eşitsizli¼gi, an ve bn katsay¬lar¬cinsin-
den aşa¼g¬daki gibi elde edilir:
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2. an; bn ve cn Fourier katsay¬lar¬ n ! 1 iken (ve cn durumunda
n! �1 iken) s¬f¬ra gider.

YAKINSAKLIK

Bu bölümde, f üzerindeki baz¬genel koşullar alt¬nda f nin Fourier serisinin
f ye yak¬nsakl¬¼g¬ incelenecektir. Önce, üzerinde çal¬s¬lacak olan fonksiyon
s¬n¬�ar¬verilecektir.

4:3: TANIM: (Parçal¬sürekli fonksiyon) �1 < a < b <1 olsun. E¼ger

(i) f; [a; b] üzerinde belki sonlu say¬daki x1; :::; xk noktalar¬hariç sürekli,

(ii) her bir x1; :::; xk noktas¬nda, f nin tek tara�¬limitleri

f (xj�) = lim
h!0
h>0

f (xj � h) ve f (xj+) = lim
h!0
h>0

f (xj + h)

varsa, f fonksiyonu [a; b] üzerinde parçal¬ süreklidir denir (uç nokta-
larda tek tara�¬limitler vard¬r). Yani, e¼ger f; [a; b] üzerinde sonlu say¬-
daki s¬çrama noktalar¬hariç sürekli ise, parçal¬süreklidir. [a; b] üzerinde
parçal¬sürekli fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬PS (a; b) ile gösterilsin.

4:4: TANIM: (Parçal¬düzgün fonksiyon) E¼ger bir f fonksiyonu ve onun
birinci basamaktan türevi f 0 [a; b] üzerinde parçal¬sürekli iseler, f ye [a; b] üzerinde
parçal¬düzgündür denir.

4:5: TANIM: [a; b] üzerinde parçal¬düzgün fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬PD (a; b) ile
gösterilsin. Böylece, f 2 PD (a; b) olmas¬için gerek ve yeter koşul

(i) f 2 PS (a; b),
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(ii) f 0 var ve (a; b) üzerinde, belki sonlu say¬daki x1; :::; xk noktalar¬ (bun-
lar, f nin süreksiz oldu¼gu noktalar¬ da kapsayabilir) hariç, sürekli ve
f 0 (xj�) ; f 0 (xj+) ; j = 1; :::; k ve f 0 (a+) ve f 0 (b�) tek tara�¬ lim-
itlerin var olmas¬d¬r. E¼ger f; R üzerinde tan¬ml¬ ve her [a; b] s¬n¬rl¬
aral¬¼g¬nda parçal¬ sürekli veya parçal¬ düzgün ise f ye R de parçal¬
sürekli, veya parçal¬ düzgündür denir. R de parçal¬ sürekli ve parçal¬
düzgün fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬, s¬ras¬yla PS (R) ve PD (R) ile göster-
ilsin.

Ayr¬ca, C[��; �] := ff : R! R; 2� � periyodik, süreklig olsun.

4:6: �ORNEK:

(i) f 2 C1 [a; b] ise f [a; b] üzerinde parçal¬düzgündür.

(ii) f (x) =

�
2x; 0 � x � 1

2
1
2
; 1

2
< x � 1

�
fonksiyonu [0; 1] üzerinde parçal¬düzgündür.

(iii) f (x) = jxj [��; �] üzerinde sürekli ve parçal¬düzgündür.

(iv) f (x) =
p
jxj [��; �] üzerinde sürekli fakat parçal¬düzgün de¼gildir.


