
1

TÜREVLER ·INTEGRALLERVEDÜZGÜNYAKIN-
SAKLIK

Bu k¬s¬mda, sürekli ve parçal¬düzgün olan 2��periyodik f onksiyonlar ele
al¬nacakt¬r. Böyle bir fonksiyonun gra�¼gi, türevin s¬çramalara sahip oldu¼gu
yerlerde köşelere sahiptir. f sürekli ve parçal¬düzgün olmak üzere, integral
hesab¬n temel teoreminden

f (b)� f (a) =
bZ
a

f 0 (�) d�

yaz¬labilir. Aşa¼g¬daki teorem, bir fonksiyonun Fourier katsay¬lar¬ile, türevinin
Fourier katsay¬lar¬aras¬ndaki ili̧skiyi verir.

7:1: TEOREM: f fonksiyonu; 2��periyodik, sürekli parçal¬düzgün ol-
sun. an; bn ve cn; f nin, s¬ras¬yla,

an =
1

�

�Z
��

f (�) cosn�d�; bn =
1

�

�Z
��

f (�) sinn�d� ve cn =
1

2�

�Z
��

f (�) e�in�d�

ile verilen Fourier katsay¬lar¬ a0n; b
0
n ve c

0
n; f

0 türevinin Fourier katsay¬lar¬
olsunlar. Bu durumda,

a0n = nbn; b
0
n = �nan ve c0n = incn

gerçeklenir.

7:2: TEOREM: f fonksiyonu; 2��periyodik, sürekli parçal¬ düzgün ve
f 0 de parçal¬düzgün olsun. E¼ger

1X
n=�1

cne
in� =

a0
2
+

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�)

f (�) n¬n Fourier serisi ise f 0 (�) n¬n var oldu¼gu her � noktas¬nda

1X
n=�1

incne
in� =

a0
2
+

1X
n=1

(nbn cosn� � nan sinn�)

türetilmiş serinin toplam¬ f 0 (�) olur, f 0 (�) n¬n s¬çrama noktalar¬nda, seri,
1
2
[f 0 (��) + f 0 (�+)] de¼gerine yak¬nsar.
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7:3: �ORNEK: f (�) =

8<:
0; �� < � < 0
�; 0 < � < �

2

� � �; �
2
< � < �

olarak verilen f fonksiy-

onu, 2��periyodik, R de sürekli olup, f ve f 0 parçal¬ düzgündür. Böylece,
f 0 nün Fourier serisi

2

�

1X
k=1

(�1)k+1

2k � 1 cos (2k � 1) � +
2

�

1X
k=1

1

2k � 1 sin (2 (2k � 1) �)

olarak bulunur. f 0; � = 0 noktas¬nda s¬çramaya sahip oldu¼gundan

1

2
[f 0 (0�) + f 0 (0+)] = 1

2
=
2

�

1X
k=1

(�1)k+1

2k � 1

bulunur ve buradan
1X
k=1

(�1)k+1

2k � 1 =
�

4

elde edilir.

7:4: UYARI: Periyodik bir fonksiyonun Fourier serisinin sabit terimi
s¬f¬r ise integrali periyodiktir.

7:5: TEOREM: f fonksiyonu; 2��periyodik, parçal¬sürekli, Fourier kat-

say¬lar¬ an; bn; cn; ve F (�) =

�Z
0

f (�) d� olsun. E¼ger c0
�
= a0

2

�
= 0 ise her

� için

F (�) = C0 +
X
n6=0

cn
in
ein

=
A0
2
+

1X
n=1

�
an
n
sinn� � bn

n
cosn�

�
(1)

bulunur, buradaki sabit terim, F nin [��; �] aral¬¼g¬ndaki ortalama de¼geridir;
yani

C0 =
A0
2
=
1

2�

�Z
��

F (�) d� (2)

olur. (1) in sa¼g¬ndaki seri, yak¬nsak olsun ya da olmas¬n f nin Fourier
serisinden terim terim integre edilerek elde edilen seridir. E¼ger c0 6= 0 ise
serinin toplam¬F (�)� c0� olur.
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7:6: �ORNEK: f (�) =

�
�1; �� < � < 0
1 0 < � < �

periyodik fonksiyonu al¬n-

s¬n, bu durumda

F (�) =

�Z
0

f (�) d�

olmak üzere, F (�) = j�j olur. f nin Fourier serisi

4

�

1X
n=1

sin (2n� 1) �
2n� 1

şeklindedir. Böylece, 7.1. Teorem kullan¬larak,

F (�) = C0 �
4

�

1X
n=1

cos (2n� 1) �
(2n� 1)2

bulunur, buradaki C0 katsay¬s¬

C0 =
1

2�

�Z
��

j�j d� = �

2

şeklindedir, buradan, F (�) = j�j fonksiyonunun Fourier serisi elde edilir.

7:7: UYARI: 6.1. Teorem, f nin Fourier serisinin f ye noktasal yak¬n-
sak oldu¼gu koşullar¬vermektedir. Sonsuz seriler ile çal¬̧s¬rken, serinin mutlak
ve düzgün yak¬nsakl¬¼g¬çok kullan¬̧sl¬olmaktad¬r.

7:8: TANIM: Bir S kümesi üzerinde
1X
n=1

gn (x) serisi g (x) fonksiyonuna

yak¬nsas¬n. E¼ger x 2 S için
1X
n=1

jgn (x)j serisi de yak¬nsak ise
1X
n=1

gn (x) serisi

mutlak yak¬nsakt¬r denir. Ayr¬ca, e¼ger

lim
N!1

sup
x2S

�����g (x)�
NX
n=1

gn (x)

����� = 0
ise yak¬nsama düzgündür denir.

Mutlak ve düzgün yak¬nsakl¬k için en kullan¬̧sl¬kriter, Weierstrass-M tes-
tidir.
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7:9: TEOREM: (Weierstrass-M testi) E¼ger x 2 S için

jgn (x)j �Mn ve
1X
n=1

Mn <1

olacak şekilde pozitif say¬lar¬n bir Mn dizisi varsa bu durumda
1X
n=1

gn (x) S

üzerinde mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.


