FEJER CEKIRDEGI

Fejer, f € C|—m, 7] fonksiyonunu Fourier serisinden elde etmek igin .S,, kismi
toplamlarinin Cesaro ortalamasini almigtir: Buna gore, f € C[—m, 7| fonksiyonunun

Fourier serisinin n nci kismi toplami
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olmak tizere, n nci Fejer toplami
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olarak yazilir, buradaki
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fonksiyonuna Fejer ¢ekirdegi denir. Buradan, t # 2k7 (k € Z) igin
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sin? 2t . .
olarak bulunur. (Fn (t) = —— fonksiyonunun siirekli devami olarak> t =

2k icin Dy, (t) = 2k + 1 oldugu dikkate alinirsa,

Fo(t) = =[Do(t)+ ...+ Dp_y (t)]
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bulunur. Boylece, Fejer ¢ekirdeginin fonksiyon olarak ifadesi agagidaki gibidir:
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(Periyodiklikten, sadece [—m, 7| araliginda inceleme yapmak yeterlidir).
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10.1. TEOREM. n € N olmak iizere, %/Fn (t)dt = 1 saglanar.
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Ispat. f = 1 sabit fonksiyonu icin S, (1) (z) o
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oldugundan, (1) formiiliinden
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elde edilir.

10.2. PROBLEM. F,, cekirdegi n — 1 nci dereceden, negatif olmayan,
¢ift bir trigonometrik polinomdur.



Ispat. t € Ricin Fejer cekirdegi, Dy, (t) = o= [142 cost+- - -+2 cos kt] Dirichlet
¢ekirdegi cinsinden yazilirsa

E, () = EZD/’@ (t)
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bulunur, bu ifade, (n — 1) nci dereceden ¢ift bir trigonometrik polinomdur.

10.3. TEOREM. F,, Fejer cekirdegi 6 > 0 olmak tizere, asagidaki ozel-
likleri saglar:

lim max |F, ()] =0 ve lim |F, (0)] = occ.
n—oo 3t <n nos

Ispat. F, (t) > 0 ve cift bir fonksiyon oldugu goz 6niinde bulundurulursa,

0 € [0, %] i¢in sin @ > %6’ esitsizligi kullanilarak
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max |F, ()] = max
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bulunur. Buradan da lim, .., maxs<i<~ |Fy (t)] = 0 elde edilir. Diger

taraftan, Fejer cekirdeginin siirekli geniglemesi F, (0) = 5= i¢in

lim |F, (0)] = lim n = o0

olacag1 aciktir.

Fejer ¢ekirdeginin 6zellikleri kullanilarak, siirekli 2 —periyodik fonksiyon-
lara Fejer operator dizisi ile diizgiin yaklagim elde edilir. Bu sonuc, asagidaki
teoremde ifade edilmektedir.

10.4. TEOREM. f € C[—m7, x| ise
nh—golo HO'TL (f) - fHC[*TK‘JT] =0

gerceklenar.



Ispat. e > 0 verilsin. f € C[—m, 7] oldugundan diizgiin siireklidir, dolayisi
ile, bir 0 > 0 sayisi, herhangi bir x i¢in, [t| < 0 iken |f(z+1t) — f (z)| <
e olacak sekilde bulunabilir, ayrica, f, R iizerinde diizgiin simirhdir. F,, (¢) >
0 ve integrali 1 oldugundan
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yazilabilir. Verilen e > 0 i¢in bir ng € N sayisy, ¥Yn > ng ve |t| > 0 igin

|F (£)] < 777 olacak sekilde vardur. Béylece,
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esitsizligi, Vx € [—m, 7] ve Vn > ng(e) igin saglanir. Periyodiklikten, her
x € R i¢in sonug elde edilir.

10.5. ODEV. f, 2m—periyodik, siirekli ve Fourier serisi
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olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda o,, (f) () Fejer polinomlarinin
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oldugunu gosteriniz.



