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FEJER ÇEK·IRDE¼G·I

Fejer, f 2 C[��; �] fonksiyonunu Fourier serisinden elde etmek için Sn k¬smi
toplamlar¬n¬n Cesàro ortalamas¬n¬alm¬̧st¬r: Buna göre, f 2 C[��; �] fonksiyonunun
Fourier serisinin n nci k¬smi toplam¬

Sn (f) (x) =
1

2�

�Z
��

f (t)Dn (x� t) dt; x 2 R; n 2 N

ve

S0 (f) (x) =
a0
2
=
1

2�

�Z
��

f (t) dt;

olmak üzere, n nci Fejer toplam¬

�n (f) (x) =
1

n
[S0 (f) (x) + :::+ Sn�1 (f) (x)] (1)

=
1

2�

�Z
��

f (t)Fn (x� t) dt; n 2 N

olarak yaz¬l¬r, buradaki

Fn :=
1

n
[D0 + :::+Dn�1]

fonksiyonuna Fejer çekirde¼gi denir. Buradan, t 6= 2k� (k 2 Z) için

Fn (t) =
1

n

n�1X
k=0

Dk (t)

=
1

n

n�1X
k=0

sin
�
k + 1

2

�
t

sin t
2

=
1

2n

n�1X
k=0

�
cos kt� cos (k + 1) t

sin2 t
2

�
=

1

2n

1� cosnt
sin2 t

2

=
sin2 nt

2

n sin2 t
2



2

olarak bulunur.
�
Fn (t) =

sin2 nt
2

n sin2 t
2

fonksiyonunun sürekli devam¬olarak
�
t =

2k� için Dk (t) = 2k + 1 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

Fn (t) =
1

n
[D0 (t) + :::+Dn�1 (t)]

=
1

n
[1 + 3 + � � �+ 2k � 1]

= n

bulunur. Böylece, Fejer çekirde¼ginin fonksiyon olarak ifadesi aşa¼g¬daki gibidir:

Fn (t) =

� sin2 nt
2

n sin2 t
2

; t 6= 2k�
n; t = 2k�

(k 2 Z) :

(Periyodiklikten, sadece [��; �] aral¬¼g¬nda inceleme yapmak yeterlidir).

10:1: TEOREM: n 2 N olmak üzere, 1
2�

�Z
��

Fn (t) dt = 1 sa¼glan¬r.

_Ispat: f = 1 sabit fonksiyonu için Sn (1) (x) = 1
2�

�Z
��

Dn (t) dt = 1 ve

�n (1) (x) =
1

n

n�1X
k=0

Sn (1) (x)

=
1 + 1 + � � �+ 1

n
= 1

oldu¼gundan, (1) formülünden

�n (1) (x) =
1

2�

�Z
��

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt = 1

elde edilir.

10:2: PROBLEM: Fn çekirde¼gi n � 1 nci dereceden, negatif olmayan,
çift bir trigonometrik polinomdur.
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_Ispat: t 2 R için Fejer çekirde¼gi,Dk (t) =
1
2�
[1+2 cos t+� � �+2 cos kt]Dirichlet

çekirde¼gi cinsinden yaz¬l¬rsa

Fn (t) =
1

n

n�1X
k=0

Dk (t)

=
1

n
[1 + (1 + 2 cos t) + (1 + 2 cos t+ 2 cos 2t) + � � �+ (1 + 2 cos t+ 2 cos 2t+ � � �+ 2 cos (n� 1) t)]

=
1

n

�
n+ (n� 1) 2 cos t+ (n� 2) 2 cos 2t+ � � �+ 2

n
cos (n� 1) t

�
= 1 + 2

n�1X
k=1

�
1� k

n

�
cos kt

bulunur, bu ifade, (n� 1) nci dereceden çift bir trigonometrik polinomdur.

10:3: TEOREM: Fn Fejer çekirde¼gi � > 0 olmak üzere, aşa¼g¬daki özel-
likleri sa¼glar:

lim
n!1

max
��jtj��

jFn (t)j = 0 ve lim
n!1

jFn (0)j =1:

_Ispat. Fn (t) � 0 ve çift bir fonksiyon oldu¼gu göz önünde bulundurulursa,
� 2 [0; �

2
] için sin � � 2

�
� eşitsizli¼gi kullan¬larak

max
��jtj��

jFn (t)j = max
t��

sin2 nt
2

n sin2 t
2

� max
t��

�2

nt2
=

�

n�2

bulunur. Buradan da limn!1max��jtj�� jFn (t)j = 0 elde edilir. Di¼ger
taraftan, Fejer çekirde¼ginin sürekli genişlemesi Fn (0) = n

2�
için

lim
n!1

jFn (0)j = lim
n!1

n =1

olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Fejer çekirde¼ginin özellikleri kullan¬larak, sürekli 2��periyodik fonksiyon-
lara Fejer operatör dizisi ile düzgün yaklaş¬m elde edilir. Bu sonuç, aşa¼g¬daki
teoremde ifade edilmektedir.

10:4: TEOREM: f 2 C[��; �] ise

lim
n!1

k�n (f)� fkC[��;�] = 0

gerçeklenir.
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_Ispat: " > 0 verilsin. f 2 C[��; �] oldu¼gundan düzgün süreklidir, dolay¬s¬
ile, bir � > 0 say¬s¬, herhangi bir x için, jtj < � iken jf (x+ t)� f (x)j <
" olacak şekilde bulunabilir, ayr¬ca, f; R üzerinde düzgün s¬n¬rl¬d¬r. Fn (t) �
0 ve integrali 1 oldu¼gundan������ 12�

�Z
��

f (x+ t)Fn (t) dt� f (x)

������ =

������ 12�
�Z

��

[f (x+ t)� f (x)]Fn (t) dt

������
� 1

2�

�Z
��

jf (x+ t)� f (x)jFn (t) dt

=
1

2�

0B@ Z
jtj<�

+

Z
jtj��

1CA jf (x+ t)� f (x)jFn (t) dt
yaz¬labilir. Verilen " > 0 için bir n0 2 N say¬s¬, 8n � n0 ve jtj � � için
jFn (t)j < "

4kfk� olacak şekilde vard¬r. Böylece,

j�n (f) (x)� f (x)j � "
1

2�

Z
jtj<�

Fn (t) dt+ 2 kfk
1

2�

Z
jtj��

Fn (t) dt

< 2"

eşitsizli¼gi, 8x 2 [��; �] ve 8n � n0 (") için sa¼glan¬r. Periyodiklikten, her
x 2 R için sonuç elde edilir.

10:5: �ODEV: f; 2��periyodik, sürekli ve Fourier serisi

a0
2
+

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�)

olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda �n (f) (x) Fejer polinomlar¬n¬n

�n (f) (x) =
a0
2
+

n�1X
k=1

�
1� k

n

�
[ak cos kx+ bk sin kx]

oldu¼gunu gösteriniz.


