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PER·IYOD·IK DELTASAL ÇEK·IRDEK

12:1: TANIM: I bir indis kümesi, �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma noktas¬
olsun. � 2 I parametresine ba¼gl¬, 2��periyotlu K� fonksiyonu aşa¼g¬daki
koşullar¬sa¼gl¬yorsa periyodik deltasal çekirdek ad¬n¬al¬r:

1. K� (t) negatif olmayan, çift fonksiyondur. � 2 I için K� (0) sonlu ve
lim�!�0 K� (0) =1;

2. Her � 2 I için 1
2�

�Z
��

K� (t) dt = 1;

3. Her � > 0 için lim�!�0 supjtj��K� (t) = 0:

12:2: UYARI: Fn Fejer çekirde¼gi bir periyodik deltasal çekirdektir.

Şimdi, fK�g�2I periyodik çekirdekleri ile, önce f 2 L12� veya f 2 C[��; �] için
f �K� konvolusyonu al¬ns¬n. K� 2 L12� oldu¼gundan

kf �K�kL12� � kfkL12� kK�kL12� ;
kf �K�kC � kfkC kK�kL12�

sa¼glan¬r. O halde,

T� : L
1
2� ! L12� veya T� : C[��; �]! C[��; �]

olmak üzere, T� (f) = f�K� operatörü al¬nabilir. Bu şekilde tan¬mlanan oper-
atöre K� çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen konvolusyon operatör denir. kK�kL12� = 1
oldu¼gundan, T� s¬n¬rl¬d¬r.

12:3: TEOREM: K� periyodik bir deltasal çekirdek ve T� (f) = f �K�

ise f 2 C[��; �] için
lim
�!�0

kT� (f)� fkC = 0

gerçeklenir.

_Ispat: T� operatörü s¬n¬rl¬, yani, kT� (f)kC � kK�kL12� kfkC oldu¼gu yukar¬da
gösterildi. " > 0 verilsin. f [��; �] üzerinde düzgün sürekli oldu¼gundan, bu
" > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k, bir � > 0 say¬s¬;

jtj < � iken jf (x� t)� f (x)j < "
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durumu sa¼glanacak şekilde bulunur. Bu � sabitlenerek

jT� (f) (x)� f (x)j �
1

2�

�Z
��

jf (x� t)� f (x)jK� (t) dt

=
1

2�

0B@ Z
jtj<�

+

Z
��jtj��

1CA jf (x� t)� f (x)jK� (t) dt

olarak yaz¬labilir. Son eşitsizli¼gin iki taraf¬ndaC[��; �] nin normuna geçilerek,

kT� (f)� fkC � "
1

2�

Z
jtj<�

K� (t) dt+ 2 kfkC
1

2�

Z
��jtj��

K� (t) dt

bulunur. K� (t) n¬n 3: özelli¼ginden, �! �0 için limite geçilerek

lim
�!�0

kT� (f)� fkC = 0

elde edilir.

12:4: TEOREM: K� periyodik bir deltasal çekirdek ve T� (f) = f �K�

ise f 2 L12� için
lim
�!�0

kT� (f)� fkL12� = 0

gerçeklenir.

_Ispat: K� çekirde¼ginin 1: ve 2: özelliklerinden

kT� (f)� fkL12� =

�Z
��

jT� (f) (x)� f (x)j dx

=
1

2�

�Z
��

������
24 �Z
��

f (x� t)� f (x)

35K� (t) dt

������ dx
� 1

2�

�Z
��

�Z
��

jf (x� t)� f (x)jK� (t) dtdx

=
1

2�

�Z
��

K� (t)

�Z
��

jf (x� t)� f (x)j dxdt

=
1

2�

�Z
��

K� (t) kf (� � t)� f (�)kL12� dt
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bulunur. f düzgün sürekli oldu¼gundan, her " > 0 için bir � > 0 say¬s¬;

jtj < � iken kf (� � t)� f (�)kL12� < "

sa¼glanacak şekilde bulunabilir (yani, öteleme L12��normunda süreklidir). Bu-
radan ve K� n¬n 3: özelli¼ginden

kT� (f)� fkL12� � 1

2�

0B@ Z
jtj<�

+

Z
��jtj��

1CAK� (t) kf (� � t)� f (�)kL12� dt

� sup
jtj<�

kf (� � t)� f (�)kL12�
+2 kfkL12� supjtj��

K� (t)

< "

elde edilir.

12:5: �ODEV: K� 2 C[��; �] periyodik bir deltasal çekirdek ve f 2��periyodik
ve Riemann integrallenebilir olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun sürekli
oldu¼gu her x noktas¬nda

lim
�!�0

T� (f) (x) = f (x)

yak¬nsamay¬gösteriniz.
Özel durumda T� = �n Fejer operatörlerinin dizisi al¬n¬rsa, f nin her

süreklilik noktas¬nda
lim
n!1

�n (f) (x) = f (x)

sa¼glan¬r.


